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Адаптивная система управления нелинейным упругим  
летательным аппаратом, построенная по выходу  
методом последовательного компенсатора 

Рассмотрена задача предотвращения возможности возникновения и развития изгибно-крутильного флат-
тера крыльев летательного аппарата путем принудительного подавления нелинейных упругих крутильных 
колебаний крыльев средствами адаптивного управления. Разработана нелинейная математическая модель 
продольного движения летательного аппарата, учитывающая крутильную аэроупругсть крыльев. Разрабо-
тана и исследована адаптивная система управления продольным движением нелинейного упругого ЛА, по-
строенная методом последовательного компенсатора. Для представления с целью применения метода по-
следовательного компенсатора нелинейной математической модели продольного движения ЛА в виде формы 
«вход-выход» потребовалась ее частичная линеаризация. Проведенное компьютерное исследование проде-
монстрировало удовлетворительную эффективность построенной адаптивной системы управления по вы-
ходу в подавлении нелинейных аэроупругих крутильных колебаний крыльев ЛА. 

Летательный аппарат, продольное движение, нелинейная математическая модель,  
аэроупругость крыльев, изгибно-крутильный флаттер, подавление аэроупругих колебаний  
средствами адаптивного управления по выходу и по состоянию, метод последовательного  
компенсатора, метод мажорирующих функций 

Задачи управления сложными динамическими 
объектами в условиях неопределенности и не-
полноты описания моделей, а также неполных 
измерений состояния объектов в течение многих 
десятилетий находятся в центре внимания уче-
ных и инженеров, активно применяющих прин-
ципы и технику адаптивного управления. Среди 
областей, интенсивно стимулирующих исследо-
вания задач адаптации, числятся автономная ро-
бототехника [1]–[3] и беспилотные летательные 
аппараты (ЛА) [4]–[10]. 

Аэродинамические характеристики изменя-
ются нелинейно и в широких пределах в зависи-
мости от скоростей и маневренности ЛА. Осо-
бенно опасны возникающие при возрастании ско-
ростей полета режимы упругих вибраций, опре-
деляемые геометрией аэродинамических поверх-
ностей ЛА. Наиболее опасным видом вибрации 

упругих элементов конструкции ЛА считается 
изгибно-крутильный флаттер крыльев, под кото-
рым понимают потерю динамической устойчиво-
сти крыльев, выражающуюся в появлении воз-
буждаемых энергией воздушного потока упругих 
колебаний с лавинно нарастающей амплитудой, 
которые могут привести к разрушению конструк-
ции и катастрофе ЛА из-за лавинного возраста-
ния процессов упругих колебаний крыльев [11], 
[12], поэтому актуальны повышение стабильно-
сти, маневренности и пределов безопасности по-
летов ЛА средствами нелинейного и адаптивного 
управления [13]–[16]. 

На рис. 1 показана расчетная модель изгибно-
крутильных деформаций крыльев [23]. На нем 
изображено сечение крыла, скрепленного с фюзе-
ляжем с помощью невесомых нелинейных упругих 
связей, моделирующих, соответственно, изгибные и 
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крутильные однорезонансные упругие колебания. 
Очевидно, что только однорезонансные крутильные 
упругие колебания крыльев (рис. 1), вычлененные 
из модели изгибно-крутильных упругих колеба-
ний, управляемы в рамках системы автоматиче-
ского управления продольным движением ЛА по 
входному воздействию руля высоты. Крутильные 
упругие колебания крыла происходят вокруг оси, 
перпендикулярной плоскости чертежа и прохо-
дящей через точку центра упругости (ЦУ). Обо-
значим расстояние от центра упругости до центра 
тяжести (ЦТ) сечения крыла через ab, где b – по-
ловина длины хорды сечения крыла, а коэффици-
ент 𝑎𝑎 определяет отношение, характеризующее 
отклонение центра тяжести от центра упругости 
(a – положительно, если центр упругости лежит 
позади центра тяжести (по направлению полета 
ЛА)). Кроме того, на рис. 1 обозначены точка 
ЦД – центр давления, к которому приложена 
подъемная сила ( ) ,a yY Sqс= α  где ( )yc α  – нели-

нейный аэродинамический коэффициент подъем-
ной силы; Mz – момент относительно поперечной 
оси ЛА; ,h ∆  – изгибные и крутильные аэроупругие 
деформации крыльев соответственно; ,hk k∆  – не-
линейные коэффициенты изгибной и крутильной 
аэроупругостей крыльев; остальные обозначения 
раскрываются далее. 

 

Рис. 1   
Поставим задачу активного (принудительно-

го) подавления крутильных упругих колебаний 
крылев средствами адаптивного управления в 
рамках системы автоматического управления про-
дольным движением ЛА. Она принципиально 
разрешима в силу управляемости процесса кру-
тильных упругих колебаний крыла со стороны 
управляющих воздействий, вырабатываемых ру-
лем высоты. В свою очередь, решение задачи 
принудительного подавления крутильных упру-
гих колебаний крыльев предотвращает возмож-
ность возникновения и развития изгибно-кру-
тильного флаттера крыльев как необходимого 

двумерного неустойчивого автоколебательного 
динамического процесса [17]. 

В последние 25–30 лет активно развиваются 
методы адаптивного управления по выходу пара-
метрически и функционально неопределенными 
нелинейными объектами, не допускающими из-
мерение всех переменных их состояния или про-
изводных выходной переменной объекта. Крат-
кий обзор методов адаптивного и робастного 
управления нелинейными объектами по выходу 
можно найти в [17]. Среди отмеченных авторами 
обзора наиболее распространенных методов 
можно, на наш взгляд, выделить методы теории 
пассивных систем, базирующиеся на теореме о 
пассификации А. Л. Фрадкова [18], [19], методы, 
предусматривающие поиск функций Ляпунова 
[20], и итеративные процедуры синтеза [19], [20]. 
Разработка новых методов адаптивного (и ро-
бастного) управления по выходу актуальны для 
приложений, так как в ряде случаев позволяют 
получить хотя и менее эффективные, но более 
простые и малоразмерные адаптивные регулято-
ры, чем регуляторы, полученные применением 
методов адаптивного управления по состоянию с 
наблюдателями [21].  

Нелинейная математическая модель про-
дольного движения летательного аппарата, учи-
тывающая аэроупругость крыльев. Рассмотрим 
нелинейную математическую модель продольного 
движения ЛА, учитывающую крутильную аэро-
упругость крыльев, разработанную в [22], [23]. По-
строим для нее адаптивную систему управления по 
выходу методом последовательного компенсатора 
[17] и приведем результаты ее компьютерного ис-
следования.  

Отсылая за подробностями к [23], примем ис-
ходную нелинейную математическую модель про-
дольного движения упругого ЛА для дальнейших 
исследований в виде 
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где g  – ускорение свободного падения; kv  – 
земная скорость центра масс ЛА; – угол накло-
на траектории полета к горизонту; P  – сила тяги 
двигателя;   – угол атаки; 2 2kq v   – скорост-
ной напор;   – плотность воздуха; S  – площадь 

крыла; m  – масса ЛА;   – угол тангажа; z    – 
угловая скорость тангажа; zJ  – суммарный момент 
инерции ЛА относительно поперечной оси; ассо-
циируя объект управления (1) c используемым 
далее в качестве конкретного примера разрабо-
танным во Вьетнамском научно-техническом ин-
ституте беспилотным летательным аппаратом 
(БПЛА-70V), представим выражение для нели-
нейного аэродинамического коэффициента подъ-
емной силы разложением следующего вида [24]: 

  2 3
0 1 2 3 ,y y y y yс с с с с         

которое преобразуем к виду 
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где   – угол крутильных аэроупругих деформаций 
крыльев;   – угловая скорость крутильных де-

формаций упругих крыльев; y ( )M k    

 )k      – упругий момент; k  – нелиней-
ный коэффициент крутильной аэроупругости, име-
ющий для конкретного примера БПЛА–70V вид 
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кр фюз,
z

J J  – моменты инерции крыльев и фюзе-

ляжа ЛА соответственно относительно попереч-
ной оси; эмпирическая формула расчета крJ  для 

БПЛА-70V имеет следующий вид: 
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эффициент; кр0J , 0x  – эмпирические коэффи-

циенты (для данного типа крыла кр0 0.0517J  , 
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рассчитанные по следующим формулам: 
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 – частные производные 

продольного момента zM  по углу атаки  , угло-

вой скорости тангажа z  и отклонению рулей 

высоты в  соответственно; ab  – средняя аэроди-
намическая хорда крыльев.  

В уравнениях (1) принято sin ;P P    пола-
гая, что, как правило, угол атаки не превышает 
14…16 °С, можно принять sin .    

Адаптивная система управления продоль-
ным движением упругого летательного аппа-
рата, построенная по выходу методом последо-
вательного компенсатора. Для применения ме-
тода последовательного компенсатора, следуя 
[17], [18], необходимо представить нелинейный 
объект (1) в форме «вход-выход» вида  

 ( ) ( ) φ( ),
( ) ( )

b p c py u y
a p a p

   (4) 

где 1 0( ) ...mmb p b p b p b     – полином Гурвица, 

коэффициент 0mb  ;  1 0( ) ...rrc p c p c p c     и 

1 0( ) ...na p p a p a     – полиномы с неизвест-
ными параметрами; 1;r n   передаточная функ-
ция ( ) ( )b p a p  имеет относительную степень 
n m ; неизвестная функция φ( )y  удовлетворяет 
условию секторного ограничения вида [17] 

 0φ( ( )) ( )y t c y t , (5) 

где число 0 0c   неизвестно. 
Для объекта (4) требуется построить закон 

управления (в форме обратной связи по выходу) 

 ( )u u y , (6) 

обеспечивающий выполнение целевого условия 
(внешнее возмущение отсутствует) [17] 

 ( ( ) 0.lim
t

y t


  (7) 

Для приведения нелинейных уравнений (1) к 
виду (4) будем полагать, что измерению подлежит 
переменная угла наклона θ, и, определяя в (1) не-
известную функцию 
 φ( ) cosy   , (8) 
линеаризуем остальную часть системы (1), пред-
ставляя нелинейные аэродинамические коэффици-
енты подъемной силы (2) и крутильной аэроупруго-
сти (3) линейными приближениями вида 
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и принимая const.kv   
Тогда получим линеаризованное приближение 

нелинейной модели (1) в следующем виде (в тех 
же обозначениях переменных):  
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Запишем частично линеаризованный объект (1) 
с учетом (10) в векторно-матричной форме вида 

 т
0 0 1cos , ,A b u f x y c   x x x  (11) 

где 0A , 0b , ,f  с – постоянные матрицы, имею-
щие следующий вид:  
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где x  – вектор состояния линеаризованного объ-
екта (10)–(13); тy c x  – уравнение измерения; 

0 0А ,b u u u u     – программное управление, 

Аu  – искомое адаптивное управление.  
Легко убедиться в том, что тройка матриц 

 0 0, ,A b c  полностью управляема и наблюдаема.  
Представление нелинейного объекта (1) (с ча-

стичной линеаризацией (10)–(13)) в форме «вход-
выход» (4) будет иметь следующий вид: 
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; φ φ cos ;

0;

; + ;

;

;

;

; ;

; ;

y x y x

b d

d a d a a

d a a a a a a

d a a a a a a a

c cd c cd

a a

a a

c cda a c cd a a a

bc

a

     

 

  

  

  

   

  

 (15) 

05; 0; 4; 0n m r b    ; передаточная функ-
ция ( ) ( )b p a p  имеет относительную степень 

5n m  . 
Выберем закон адаптивного управления по 

выходу следующим образом [17], [18]: 

 *,A ( )( ) ,u p k e e y y        (16) 

где = ( )e e t   – оценка ошибки * *= ,e y y y   
* ( )y t  – заданная (программная) выходная вели-

чина; число   и полином ( )p  степени ρ 1  вы-
бираются из условия гурвицевости полинома вида 

( ) ( ) ( )a p b p p   ; 

положительный параметр k предназначен для 
компенсации неопределенной функции φ( );y  
функция ( )e t  является оценкой ошибки = ( )e e t   
и формируется алгоритмом вида 

1 2 2 3 3 4ξ = ξ ; ξ = ξ ; ξ = ξ ;      
 4 1 1 2 2 3 3 4 4 1ξ = ( ξ ξ ξ ξ + );k k k k k e      (17) 

1ξ ,e   

где 1 2 3 4ξ , ξ , ξ , ξ  – формальные переменные 
алгоритма (17); точка над переменными обозна-
чает дифференцирование по времени t, а коэффи-
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циенты , 1,4ik i   вычисляются из условия 
асимптотической устойчивости системы (17) при 
нулевом входе  = 0e . 

Согласно (14) имеем относительную степень 
передаточной функции 5n m  . Выбираем по-

лином    43p p   , значения параметров алго-

ритма оценки (17), принимаем 1 81,k   2 108,k   

3 454, 12k k  .  
Алгоритм управления (16) принимает вид 

 

   

  
          

4
A

4 3 2

4 3 2 1

3

1 12 54 108 81

12 54 108 81 ,

u p y

k p p p p y

y y y y y

      

        

        





    

(18) 
где производные получим из (17) в виде 

   

   

1 3 2
1 3

2 4 3
2 4

ξ ; ξ ;

ξ ; ξ .

y y

y y

  

   

  
  

 

Возможным вариантом настройки коэффици-
ентов ,   – из закона управления (17) и, следова-
тельно,       из (7), становится их увеличе-
ние до тех пор, пока не будет выполнено целевое 
условие 0( )e t    при 1,t t  где число 0  задает-

ся разработчиком системы адаптивного управле-
ния. Для реализации этой рекомендации можно 
воспользоваться алгоритмом настройки вида [17] 

    
0

,
t

t
k t d     (19) 

где   .k t      Подынтегральная функция 
 t    задается переключающим алгоритмом 

вида 

  
 

 
0 0

0

при ;

0 при ,

y t
t

y t

    
 

 (20) 

где число 0 0  .  
При этом должно выполняться условие 

.k        
Некоторые результаты компьютерного ис-

следования адаптивной системы управления 
продольным движением упругого летательного 
аппарата, построенной по выходу методом по-
следовательного компенсатора. В Matlab Simulink 
построена программа цифровой реализации постро-
енной адаптивной системы при следующих номи-
нальных параметрах гипотетического БПЛА-70V: 

40 м/c;kv   0.35 м;ab   21.05м ;S   0.8;a    
8m  кг; 1.4515;zm


   

в
2.2163;zm


   

16.276;
zzm


    

  


2

3 4

6.861422 1 1.14379 96.6696

9.5133 727.6641 ;

k       

   
 

  2 30.0704 5.9134 0.0057 1 5 .0.0 1yc         

Результаты компьютерного исследования вида 
переходных процессов в исходной нелинейной 
математической модели упругого ЛА (1)–(3) без 
управления и с адаптивным управлением (15)–
(20) построенного интегратора, показаны на 
рис. 2 и 3 соответственно. 

На рис. 2. показаны свободные нелинейные 
слабозатухающие упругие колебания угла накло-
на  , возбуждаемые ненулевыми начальными 
данными (без управления)  в исходной нелиней-
ной математической модели упругого ЛА вида 
(1)–(3): a – vk = 20 м/с; f = 1.25 Гц; б – vk = 
= 30 м/с;  f  = 1.6 Гц; в – vk = 40 м/с; f = 2.1 Гц  
(f – частота нелинейных упругих колебаний; вδ   

0u  ). 
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На рис. 3, а показаны переходные процессы 
по углу наклона ( ):t  кривая 1 – эталонный пере-
ходный процесс; кривые, помеченные как 

1 2 3, ,k k k    – переходные процессы наклона ( )t  
при различных значениях параметра 0  алгорит-
ма настройки (16), (20): 0 = 60; 0 = 45; 0 = 30 
(во всех случаях 0ε 0.01 ). На рис. 3, б показаны 
переходные процессы функций настройки 

1 2 3( ), ( ), ( )k t k t k t   при тех же значениях параметра 

0 : 0  = 60; 0 = 45; 0  = 30 (во всех случаях 

0ε 0.01 ). 
Из вышеизложенного можно заключить сле-

дующее: 
1. Рассмотрена задача предотвращения возмож-

ности возникновения и развития изгибно-крутиль-
ного флаттера крыльев ЛА с помощью принуди-
тельного подавления крутильных упругих колеба-
ний крыльев средствами адаптивного управления. 

2. Предложена расчетная схема продольного 
движения ЛА, учитывающая нелинейную крутиль-
ную аэроупругость крыльев, и построена нелиней-
ная математическая модель продольного движения 
упругого ЛА. 

3. Построена адаптивная система управления 
продольным движением упругого летательного ап-
парата по выходу методом последовательного 
компенсатора. 

4. Для представления нелинейной модели про-
дольного движения упругого летательного аппа-
рата в форме «вход-выход» с целью применения 
метода последовательного компенсатора потребо-
валась ее частичная линеаризация. 

5. Проведенное компьютерное исследование 
адаптивной системы управления продольным дви-
жением упругого летательного аппарата продемон-
стрировало ее удовлетворительную эффективность 
в подавлении нелинейных крутильных аэроупругих 
колебаний крыльев летательного аппарата.  
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ADAPTIVE CONTROL SYSTEM OF A NON-LINEAR ELASTIC AIRCRAFT,  
BUILT-UP BY THE METHOD OF A SEQUENTIAL COMPENSATOR 

The problem of preventing the occurrence and development of the flexural-torsional flutter of the aircraft wings by forced 
suppression of nonlinear elastic torsional oscillations of the wings by means of adaptive control is considered. A nonlinear 
mathematical model of the aircraft longitudinal motion is developed, taking into account the torsional air augeness of the 
wings. An adaptive system for controlling the longitudinal motion of a nonlinear elastic aircraft (LA) has been developed 
and investigated. To represent the nonlinear mathematical model of longitudinal motion of an aircraft in the form of an 
input-output for the application of the method of a sequential compensator, partial linearization of the model was re-
quired. The conducted computer research demonstrated the satisfactory efficiency of the constructed adaptive control sys-
tem for the output in suppression of nonlinear aeroelastic torsional oscillations of the aircraft wings. 

Aircraft, longitudinal motion, nonlinear mathematical model, taking into account aeroelasticity, flexural–torsion  
wing flutter, majorizing function method, adaptive control systems by state, observer application, suppression  
of aeroelastic wings oscillation, wind disturbances of flight 


