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ANALYSIS OF MATHEMATICAL MODELS OF OPTIMAL  
LONGITUDINAL-TRANSVERSE GEOMETRY TURBO 

Analyzed mathematical model of a turbogenerator in a static mode, on the basis of which the optimal values of magnetic 
induction in the air gap and the relative diameter of the bore of stator, ensuring the best use of the active materials of the 
machine relative to the electromagnetic on time. The influence of the relative axial length of the steel package of the stator 
of the machine, the number of poles, the number of teeth of the stator core and the values of magnetic induction in the 
teeth and in the stator core at the optimal transverse geometry of the turbine. It is shown that the increase of magnetic in-
ductions at sites of the magnetic system of the stator accompanied by an increase in the optimal value of magnetic induc-
tion in the air gap and does not influence the optimal value of the relative diameter of the bore of the stator of a turbogen-
erator. The mathematical expression to determine the outer diameter of the steel package of the stator, ensuring the opti-
mum use of materials in the volume of the active core of the unit relative to the electromagnetic torque. The results of 
comparison of numerical values of the parameters, designed and in operation of turbine generators with optimal numeri-
cal values of these same parameters, but calculated on the basis of the developed mathematical model. 

Magnetic induction in the air gap, the magnetic induction in the back of the stator core, the magnetic induction  
in the teeth of the stator core, the relative diameter of the bore of the stator, the relative length  
of the steel package of the stator, the number of poles of the machine, the number of teeth of the stator,  
the outer diameter of the steel package of the stator 
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Синтез оптимального регулятора момента  
бесколлекторного двигателя с постоянными  
магнитами в электроприводах промышленных роботов 

Предложено решение синтеза оптимального регулятора для сглаживания момента бесколлекторного 
двигателя с постоянными магнитами (БДПМ) на основе использования преобразования Фурье фазных 
токов и угла поворота ротора двигателя. Проведен анализ колебания крутящего момента БДПМ, вызы-
ваемого взаимоиндуктивностью между обмотками ротора и статора БДПМ и неожиданной частотой 
обратных фазных токов. Проанализированы насыщение фазных напряжений инвертера и процесс поте-
ри энергии в стали машины, вызываемой диффузией обратных фазных токов с неожиданными частота-
ми. Рассмотрены характеристики электропривода БДПМ как мехатронной системы. Показана эффек-
тивность применения оптимального управления для синтеза оптимальной компенсации момента 
БДПМ с учетом зависимости электромагнитных характеристик двигателя от его угла поворота ро-
тора на основе моделирования системы в среде Matlab/Simulink. 

Электропривод, бесколлекторный двигатель с постоянными магнитами,  
широтно-импульсная модуляция, оптимальный регулятор момента, преобразование Фурье 

Электропривод на основе БДПМ использует-
ся в многих областях техники и промышленно-
сти. В современных электроприводах робототех-

ники БДПМ широко применяется для управления 
манипуляторами и мобильными роботами. Энер-
гоэффективность и точные характеристики сле-
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дящего крутящего момента во всем диапазоне 
скорости требуются в электроприводах промыш-
ленных роботов. Регуляторы момента строятся на 
основе создания синусоидального или несинусо-
идального потока на обмотках машины. Однако в 
обоих случаях крутящий момент машины можно 
контролировать либо напрямую – напряжением 
широтно-импульсной модуляции (ШИМ), либо 
непрямо – фазными токами, используя внутрен-
ний контур обратной связи по току [1]. 

Метод преобразования d-q, предложенный в 
работе Парка и авторов [2], [3], является основой 
прямого управления крутящим моментом трех-
фазных синусоидальных БДПМ. Этот метод 
упрощает расчеты управления сбалансированны-
ми трехфазными двигателями и используется для 
разработки множества классических нелинейных 
законов управления для синусоидальных БДПМ. 
Работа Парка показала использование метода 
идеальной линеаризации крутящего момента си-
нусоидальных электрических машин, в дальней-
ших работах другие ученые расширили метод 
преобразования Парка для других видов электри-
ческой машины с распределением несинусои-
дального потока. 

Оптимальное управление крутящим момен-
том БДПМ с учетом гармоники электродвижущей 
силы на основе оптимизации Лагранжа [3] может 
снизить рассеяние мощности и насыщение напря-
жения управления. Для обеспечения незапазды-
вания фазных токов в индуктивных обмотках и 
момента двигателя при использовании метода 
непрямого оптимального управления моментом 
без учета соответствующей динамики обратной 
связи по току требуется либо регулирование тока 
с широкой полосой пропускания, либо достаточ-
но низкий диапазон рабочих скоростей. 

Предложена модель энергоэффективного управ-
ления моментом многофазных несинусоидальных 
БДПМ для создания точного момента на вале дви-
гателя во всем диапазоне рабочей скорости. Прове-
дена оценка эффективности этой модели по сравне-
нию с традиционной моделью двигателя, учитыва-
ющей зависимости индуктивности от угла поворота 
ротора. Предложен метод оптимального управления 
на основе максимального принципа с учетом при-
менения преобразования Фурье фазных токов и 
угла поворота ротора в контуре управления момен-
том БДПМ. Проведены анализ условия применения 
и оценка эффективности этого метода по сравнению 
с традиционной моделью. 

Математическая модель БДПМ. Рассмот-
рим общий БДПМ с p фазы и n парами полюса. 
Фазные напряжения обмотки статора двигателя 
имеют следующий вид: 

 ( )dL R q q
dt

  
iu i F  , (1) 

где т
1 2[ , , ..., ]pu u uu  – вектор фазных напряже-

ний обмоток статора; L  – матрица индуктивно-

сти обмоток статора; т
1 2[ , , ..., ]pi i ii  – вектор 

тока обмоток статора; R  – матрица фазных со-
противлений обмоток статора; ( )qF  – часть пол-
ного потока статора зависимости от углового по-
ложения ротора; q  – угловое положение ротора; 
q  – угловая скорость ротора. Взаимные индук-
тивности катушек статора и ротора определяют 
свойства машины, связанные с преобразованием 
энергии. Предположим, что индуктивность обмо-
ток может быть представлена основной гармони-
кой разложения действительной индукции в ряд 
Фурье. Такое допущение, упрощающее анализ, 
оправданно, так как во многих практических слу-
чаях шаг обмотки и коэффициенты распределе-
ния выбираются так, чтобы свести на нет влияние 
гармонических возмущений. 

Матрицу индуктивности обмоток статора (са-
моиндуктивность обмоток sL  и взаимоиндук-
тивность обмоток статора )sM  можно предста-
вить в виде  
 ( )s s sL L M I M J   , (2) 

где I  – единичная матрица; тJ  e e  – матрица из 

одного числа; т[1,1, ..., 1]e . 
Обратная матрица индуктивности имеет 

следующий вид: 

1 1 ( )
s s

L I J
L M

   


, 
( 1)

s

s s

M
p M L

 
 

. 

Обозначим т0i e i . Тогда (1) можно перепи-
сать в виде 

    1d I J q q
dt R

       0
i i i e u F  , (3) 

  т
0

1d
q q

dt R
     

0
0

i
i e u F  , (4) 

где s sL M
R


  , 0
( 1)s sL p M

R
 

   называют-

ся постоянными времени двигателя. 
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Для подключенных машин без нейтральной 
линии на фазовые токи должно быть наложено 
следующее ограничение: 0 0i  . Из (4) следует, 

что  т 0q q   e u F   и устойчивость состояния 

00 0( ) (0) ti t i e . В этом случае член 0i  в (3) об-
ращается в ноль, поэтому динамическое уравне-
ние БДПM без нейтральной линии упрощается и 
может быть представлено в следующем виде: 

  1 ( )d q q
dt R

   
i i Bu F  , (5) 

где 

1 1 ... 1
1 1 ... 11

... ... ... ...
1 1 ... 1

p
p

p
p

   
    
 
 
   

B  и    .q q F BF  

С другой стороны, электромагнитный момент τ, 
создаваемый электродвигателем, есть результат 
преобразования электрической энергии в меха-
ническую, и его можно найти по принципу 
виртуальной работы [4]: 

 т т( ) ( )q q τ F i F i . (6) 

Уравнения (2), (5) и (6) полностью описывают 
общую модель параметров многофазных несину-
соидальных синхроных машин с постояными 
магнитами. Для идеальных машин синусоидальной 
функцией служит функция ( )qF , которая зависит 
от углового положения ротора.  

Производная по времени из (6) имеет вид 

 т т ( )( ) d qq q
dt q

 


i Fτ F i  , (7) 

Из (5)–(7) имеем:  

  2т т1 1( ) ( ) ( )qq q q q q
R R

        τ τ F u F F i   , (8) 

где ( ); ( ) .q
qu q

q
  


Fu B F  

Из (8) видно, что крутящий момент двигателя 
состоит из двух частей: 

2т1 1( ) ( )q q q
R R

      τ τ F u F   

 т( ) p nq q   qF i u u , (9) 

где pu  – главный управляющий сигнал электро-

магнитного момента, а nu  используется для ми-

нимизации рассеивания мощности, достижения 
максимальной эффективности машины и для 
предотвращения насыщения фазных напряжений. 

Далее, используя (5) и (9), необходимо 
решить две задачи: 

– оптимизировать контур тока в (5), чтобы 
предотвратить насыщение управляющего напря-
жения и снизить потери в стали, что приведет к 
повышению производительности машины и не-
прерывному крутящему моменту; 

– определить оптимальный регулятор крутяще-
го момента. Решение этой задачи основано на 
решении задачи линейной оптимизации (9). 

На рис. 1 показана оптимизация крутящего 
момента, основанная на применении линейной 
обратной связи тока и угла поворота ротора дви-
гателя через преобразование Фурье.  

Далее с помощью приобразования Фурье 
вычисляется функция ( )qF . В общем случае 
функция ( )qF  – периодическая с пространствен-

ной частотой 2 n , следовательно, ее можно эф-
фективно аппроксимировать через комплексный 
ряд Фурье: 

( ) , 1, 2, ...,
N

jmnq
k m mk

m N
F q a e k p


    , 

где 2, 1,ma j   – коэффициенты ряда Фурье; 
2 ( 1)/j m k p

mk e     – фазовый сдвиг. Заметим, что 
( )kF q  – вещественная функция, следовательно, ее 

отрицательные коэффициенты Фурье – сопряжен-
ные с соответствующими положительными, т. е. 

,m ma a   где ma  – сопряженное комплексное 
число. Кроме того, магнитная сила есть 
консервативное поле для линейных магнитных 
систем, средний крутящий момент за период 
должен быть равен нулю и, следовательно, 0 0.a   
Тогда  

( ) ,
N

jmnq
k m mk

m N
m P

F q a e



  

{0, , 2 , 3 , ...}.P p p p     

Коэффициенты Фурье вычисляются на гар-
мониках, кратных p. Таким образом, вектор a 
определяется так, что его компоненты содержат 
только коэффициенты ряда Фурье от ненулевых 
значений: 
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1 2 1 1 2 1 2 1[ , , ..., , , ..., , , ..., ],

( 1) ,

p p p p Na a a a a a a

N pN
p

′− + − +=

−′ =

a

 

и k-й элемент вектора ( )q q′F  можно вычислить по 

следующему ряду Фурье:  

( ) ,
N

jmnq
qk m mk m m

m N
m P

F q a e a jmna
=−
∉

′ ′ ′= ϕ =∑ . 

Оптимальное управление моментом. Пред-
положим, что главное управление с учетом (9) 
определяется как 

 т( ) ( ) ( )p qq q q q = + − λ u F R u i F η , (10) 

где ( ) т
1 2[ ( ), ( ), ..., ( )] ;pq q q q= η η ηη  v – вспомога-

тельное входное управление. 
Из (9) и (10) получается дифференциальное 

уравнение крутящего момента с замкнутым 
контуром: 

 ( )т т т( ) ( ) ( ) ( ).q qq q q q q q′+ λ = λ + − λτ τ i F u i F F η    (11) 

Уравнение (11) упрощается до линейного диф-
ференциального уравнения первого порядка, когда 

выполняются следующие условия: т ( ) ( ) 1,q q′ =F η  
q R∀ ∈  и минимальная норма дается формулой 

2
( )( ) min,

( )

qq
q

′
= →

′

Fη
F

 тогда главное управление 

с учетом уравнения (10) имеет следующий вид:  

 
т

2

( )
( ) ( ).

( )

q
p

q
q q q

q

 − λ  ′= +
′

u i F
u F R F

F
  (12) 

Управление линеаризацией обратной связи (12) 
не только обеспечивает минимизацию потерь, но и 
уменьшает насыщение фазового напряжения обмо-
ток. С другой стороны, минимизация рассеивае-

мой мощности может повысить эффективность 
машины и возможность непрерывного крутящего 
момента. Для достижения этого эффекта напряже-
ние u должно удовлетворять следующим условиям: 

 т
max max

  0 или 

;

,q q q

U U− ≤



≤

=e u Bu = u

e u e
 (13) 

где maxU  – максимальное напряжение инвертера. 
Из (5) и (12) линейное уравнение контура то-

ка имеет вид 

 ( ) 2
( ) 1( ) ,
( )

q
d tq q
dt Rq

′λ + + λ = +
′

i u
e Λ i F u

F
  (14) 

где 
т

2
( ) ( )

Λ
( )

qq q

q

′
=

′

F F

F
. 

Предположим, что потери меди служат ос-
новным источником рассеивания мощности, ми-
нимизация потерь в меди равносильно макси-
мальной эффективности машины. Функция сто- 
имости потери представляет собой потерю меди 
за интервал h имеет следующий вид: 

2( )
t h

t
J i d

+
= ζ ζ∫ . 

Для оптимального управления контуром тока 
можно считать pu  известной переменной, полу-

ченной с помощью управления линеаризацией (12), 
тогда нижняя и верхняя границы оптимального 
управляющего входа qu  в (14) определятся как 

max maxp q pU U− − ≤ ≤ − +u e u u e . 

С применением максимального принципа Га-
мильтона для (14) функция Гамильтона выбира-
ется в следующем виде: 

 
Рис. 1  



Электротехника  
 

70 

2 2т т
0 0

т т
2

1 Λ

( ) 1( ) ,
( )

q

d q
dt

t q
Rq

 = + = − + + λ 

′+ +
λ′λ

i
H B i B B i B e i

u
B F B u

F



 

p ∂
= −

∂
H

i
 т

0
1 Λ 2q = + − λ 

e B B i . 

Преобразование Лапласа линейной системы в 
(11) с линеаризацией обратной связи pv  в (12) 
позволяет получить передаточную функцию кон-
тура момента 

 ( ) 1 ,
( ) 1
s

u s s
τ

=
λ +

 (15) 

где s – переменная Лапласа; λ  – постоянная мо-
мента машины. 

Оптимальный регулятор ПИ будет иметь сле-
дующую передаточную функцию: 

   ( ) ( )* * т
ПИ ПИ( ) ( ) ( ) ,u K s K s F q i′= τ − τ = τ −  (16) 

где И
ПИ П( ) KK s K

s
= + −  передаточная функция 

оптимального регулятора момента; *τ  – момент 
задания. 

Результаты моделирования. В статье исследу-
ется моделирование электропривода на основе 
трехфазного бесколлекторного двигателя с посто-
янными магнитами и шестью парами полюсов. При 
вращении ротора двигателя в каждой обмотке ста-
тора возникает ЭДС e, которая зависит от угловой 
скорости ротора, магнитного поля, генерируемого 
постоянными магнитами ротора, индуктивностью 
статорных обмоток. В традиционных моделях дви-
гателей считается лишь первая скорость вращения 
ротора двигателя. Как показала практика примене-
ния двигателей с постоянными магнитами, в ряде 
случаев этого недостаточно, чтобы объяснить несо-
измеримо большие реальные колебания тока по 
сравнению с полученными на модели. На рис. 2, а 
показана конфигурация трехфазного инвертора, 
управляющего бесколлекторным двигателем посто-
янного тока. Инвертор имеет стандартную структу-
ру, подобную применяемой для управления син-

хронными и асинхронными электродвигателями. 
Математическая модель электромагнитной подси-
стемы привода строится на основе схемы замеще-
ния (рис. 2, б) с учетом следующих допущений: 

– сопротивление обмоток статора одинаково 
для всех фаз; 

– взаимоиндуктивности постоянны; 
– магнитопровод двигателя не насыщен; 
– силовые ключи инвертора идеальны. 
Для схемы замещения (рис. 2, б) по закону 

Кирхгофа получим уравнения двигателя: 

э

э

э

0 0
0 0
0 0

( ) 0 0
0 ( ) 0
0 0 ( )

,

a a

b b

c c

a

b

c

a a

b b

c c

u R i
u R i
u R i

L q M
dL q M
dt

L q M

i e
i e
i e

    
    = +    
        
− 

 + − × 
 − 

   
   × +   
      

 

где au , bu , cu  – фазные напряжения на обмотках 
статора; R – сопротивления обмоток статора; 

э( ),aL q э э( ), ( )b cL q L q  – функции индуктивности 
обмоток статора; M – взаимоиндуктивность об-
моток статора; ai , bi , ci  – фазные токи через об-
мотки статора; ae , be , ce  – фазные противоэлек-
тродвижущие силы на обмотках статора. 

Уравнение электромагнитного момента имеет 
вид ( )1e a a b b c cT e i e i e i= ω + + , а уравнение мо-
мента двигателя – 

нагрB e
dJ T T
dt
ω
+ ω = − , 

где J – момент инерции двигателя; В – вязкий ко-
эффициент трения; ω – угловая скорость вращения 
ротора; нагрT  – момент нагрузки. Соотношение 

между электрическим и механическим углами по-
ворота ротора: э 2 ,q n q=  n – количество полюсов. 

  

 Рис. 2 
б 
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При вращении ротора двигателя изменяется 
магнитное сопротивление между ротором и ста-
тором, что в модели учитывается эквивалентным 
изменением индуктивности обмоток статора, как 
и в [5]–[7], т. е. индуктивность статора в данной 
модели зависит от угла поворота ротора. Примем, 
что индуктивность обмоток статора определяется 
следующим выражением [8]: 

э 0 э( ) (1 )cosLL q L K q  , 

где 0L  – номинальная индуктивность обмоток 
статора; LK  – коэффициент зависимости. 

Моделирование оптимального регулятора мо-
мента БДПМ производится с параметрами, пред-
ставленными в табл. 1.  

Исследования проведены для случаев, пред-
ставленных в табл. 2. 

Результаты моделирования представлены на 
рис. 3–6. 

Таблица 1

Параметр двигателя Значение 

Индуктивность фазы статора, мГн 14 
Сопротивление фазы статора, Ом 5.33 
Коэффициент ЭДС, В·с 0.159 
Коэффициент зависимости потока (KL) 0.05 
Количество пар полюсов 6 
Коэффициент трения, Н·м·с 1.14 · 10–4 

Момент инерции, кг·м2 7.84 · 10–4 
 

Таблица 2 

Часть системы 1-й случай 2-й случай 3-й случай 
Линейный обратный 
угол поворота ротора + – – 

Линейный обратный 
ток + + – 

Линейный обратный 
угол поворота ротора 
с преобразованием  
Фурье  

– + + 

Линейный обратный 
ток с преобразовани-
ем Фурье  

– – + 
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На рис. 6 обозначения 1–3 соответствуют 
случаям 1–3. 

На основании проведенных исследований мо-
гут быть сделаны следующие выводы: примене-
ние преобразования Фурье для обратных сигна-
лов в контуре тока имеет крутящий момент дви-
гателя глаже, чем крутящий момент, созданный 
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традиционной моделью двигателя. На рис. 6 по-
казано, что применение преобразования Фурье 
для анализа фазных токов двигателя приводит к 
значительному увеличению фазных токов, мини-
мизации потери и повышению эффективности 
работы машины. В практике можно выбирать оп-
тимальную частоту преобразования Фурье, чтобы 

уменьшить влияние неожиданной частоты обрат-
ных фазных токов в контуре тока и потери меди 
машиной. Показана эффективность применения 
оптимального управления для синтеза оптималь-
ной компенсации момента БДПМ с учетом зави-
симости электромагнитных характеристик двига-
теля от угла поворота его ротора. 
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SYNTHESIS TORQUE OPTIMAL REGULATOR ELECTRIC DRIVE  
FOR PERMANENT MAGNET BRUSHLESS MOTOR IN INDUSTRIAL ROBOTICS  

Proposes solution for the synthesis of torque optimal regulator to smooth the brushless DC motor (BLDC) torque with using 
Fourier transform of phase currents and rotor angle. Analyze torque ripples in BLDC motor which caused by the mutual in-
ductance between rotor and stator windings motor and an unexpected frequency of reverse phase currents. Phase voltages 
saturation of the inverter driver and copper loss process caused by the diffusion of inverse phase currents with unexpected 
frequencies are analyzed. The electric drive characteristics of the BLDC motor are considered as a mechatronic system. The 
efficiency of using torque optimal control with its compensation in BLDC motor is demonstrated with taking into account 
the dependence of the electromagnetic characteristics on its angle rotor rotation. Simulation results are taken out on 
Matlab/SIMULINK environment.  
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