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CRYPTOGRAPHIC PROTOCOLS BASED ON SOLVING OF CUBIC EQUATIONS 
There are considered protocols for public and deniable encryption with generating ciphertext in form of the set of the coef-
ficients of cubic congruence modulo an integer that is difficult for factoring. It is proposed a general approach to construct-
ing analogous protocols using modulo computations over binary polynomials. There are discussed peculiarities of solving 
cubic equations in finite binary fields. A general approach of the construction of an algorithm for solving cubic equations in 
finite binary fields is shown, which greatly simplifies the procedure of solving equations. It is proposed a novel digital signa-
ture protocol with cubic verification equation of general type, which is based on simultaneous encryption of both secret 
and fictitious messages. It is proposed to calculate the stability estimates of the developed algorithm of the electronic digital 
signature and algorithms based on calculations over binary polynomials. 
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Адаптивный алгоритм барьерной синхронизации  
в стандарте MPI на основе модели параллельных 
вычислений LogP 

Рассматривается задача разработки адаптивного алгоритма барьерной синхронизации ветвей парал-
лельных MPI-программ в распределенных вычислительных системах. Предложен алгоритм барьерной 
синхронизации, обеспечивающий субоптимальный выбор схемы реализации барьерной синхронизации. 
В процессе выбора учитывается время выполнения информационных обменов в модели параллельных 
вычислений LogP. Построены аналитические оценки времени выполнения распространенных алгорит-
мов барьерной синхронизации в модели LogP. Предложенный адаптивный алгоритм реализован в стан-
дарте MPI. Приводятся результаты натурных экспериментов на кластерных вычислительных систе-
мах. Результаты экспериментов позволяют проследить зависимость между параметрами модели LogP, 
числом процессов и выбором алгоритма реализации барьерной синхронизации. Разработанный адап-
тивный алгоритм позволит сократить среднее время выполнения барьерной синхронизации на 4 %, по 
сравнению с существующими распространенными алгоритмами. 

Коллективные обмены, барьерная синхронизация, распределенные вычислительные  
системы, LogP, MPI, параллельное программирование 

В настоящее время для решения сложных за-
дач в области науки и производства применяются 
распределенные вычислительные системы (ВС). 
В архитектурном плане распределенная ВС пред-
ставляется множеством элементарных машин 
(ЭМ), взаимодействующих между собой через 
коммуникационную среду [1]. ЭМ может быть 
представлена как процессорным ядром, так и 

многоядерным SMP/NUMA-узлом, укомплекто-
ванным специализированными ускорителями 
(например, графическими процессорами). Коли-
чество ЭМ в системе может достигать нескольких 
миллионов. Так, например, суперкомпьютер Sun-
way TaihuLight, возглавляющий рейтинг TOP500, 
включает в себя более 10 млн процессорных ядер. 
Для выполнения параллельных программ на таких 



Известия СПбГЭТУ «ЛЭТИ» № 4/2018 
 

27 

системах в большинстве случаев используется мо-
дель передачи сообщений, представленная стандар-
том MPI (Message Passing Interface). 

В значительной части существующих парал-
лельных MPI-программ используются коллектив-
ные информационные обмены (групповые, collec-
tive), в которых участвуют все ветви (процессы) 
параллельной программы. На коллективные об-
мены приходится значительная доля суммарного 
времени выполнения программ [2]. Время реали-
зации коллективных операций существенным 
образом влияет на масштабируемость параллель-
ных программ, в связи с чем задача оптимизации 
коллективных обменов является актуальной. Ос-
новное направление работ по оптимизации кол-
лективных обменов – разработка масштабируе-
мых алгоритмов реализации коллективных опе-
раций на основе дифференцированных (двусто-
ронних, точка-точка, point-to-point) обменов.  

Одной из наиболее распространенных кол-
лективных операций является барьерная синхро-
низация (barrier synchronization). 

Барьерная синхронизация (барьер, barrier syn-
chronization) – это коллективная операция, кото-
рая реализует ожидание процессами выполнения 
условия, когда каждый из них достигнет опреде-
ленной точки в программе. Барьер (рис. 1) вклю-
чает в себя 2 основных этапа: шаг захвата 
(capture), по достижении которого процесс пере-
ходит в состояние ожидания. После того как все 
процессы захвачены, выполняется процедура 
освобождения (release), которая выводит процес-
сы из ожидания. На рис. 1 указаны номера парал-
лельных процессов, участвующих в операции 
барьерной синхронизации. 

Обзор существующих работ. К наиболее 
распространенным базовым алгоритмам барьер-
ной синхронизации относятся Central Counter, 
Dissemination, Combining-Tree, Tournament и ал-
горитм Брукса. Большая часть современных работ 
направлена на развитие данных алгоритмов. 

Авторы статьи [3] предлагают адаптивные 
версии алгоритма Combining-Tree, которые поз-
воляют уменьшить объем накладных расходов на 

каждом узле дерева, включая захват и освобож-
дение. В [4] предлагается оптимизированная вер-
сия алгоритма Брукса для числа процессов крат-
ного двум. Алгоритмы барьерной синхронизации, 
представленные в [5], ориентированы на приме-
нение в сетях InfiniBand. В [6] предлагается ме-
тод на основе модели LogP параллельных вычис-
лений с целью минимизации потребления энер-
гии и метод масштабирования частоты процессо-
ров для алгоритмов Tournament и Central Counter. 
В [7] предлагаются методы верификации алго-
ритмов Central Counter, Combining-Tree, Dissemi-
nation и Tournament. В [8] проводится анализ эф-
фективности реализации барьерной синхрониза-
ции для языка Java. 

Недостатком детерминированного выбора яв-
ляется то, что конкретные алгоритмы могут не 
обеспечивать минимальное время реализации 
операций барьерной синхронизации. Для этого 
может применяться адаптивный подход. При вы-
боре алгоритма необходимо учитывать размер 
сообщений, интенсивность взаимодействия меж-
ду параллельными ветвями и архитектурные 
свойства ВС [9].  

В библиотеке MPICH применяется Dissemi-
nation, в Open MPI реализованы адаптивные схе-
мы, которые осуществляют выбор между Central 
Counter и Combining-Tree, в зависимости от числа 
процессов. При большом количестве процессов 
применяется Combining-Tree. 

В большинстве существующих адаптивных 
схем выполнения коммуникационных обменов для 
оценки времени выполнения применяется модель 
Хокни; в данной работе используется оценка эф-
фективности на основе параметров модели LogP 
[10], которая позволяет с высокой точностью оце-
нить время выполнения операций дифференциро-
ванных обменов в распределенных ВС. Оптимиза-
ция осуществляется с целью минимизации време-
ни выполнения барьерной синхронизации. 

Описание модели. В качестве основы для 
моделирования и оценки различных алгоритмов в 
описываемом случае используется модель LogP 
[10]. Данная модель позволяет с высокой точно-
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стью оценить реальное время работы коллектив-
ных операций барьерной синхронизации. Основ-
ные параметры модели: L – латентность (latency) 
среды связи; o – накладные расходы времени 
(overhead) на передачу или прием сообщения; g – 
необходимый временной промежуток (gap) между 
двумя передачами или приемами сообщений; P – 
количество процессов в системе. 

Используем обозначения: or – промежуток 
времени, когда процесс занят приемом сообще-
ния; os – промежуток времени, когда процесс за-
нят передачей сообщения [11]. Время для отправ-
ки и получения одного сообщения может быть 
аппроксимировано как os + L + or, а время от-
правки n сообщений может быть оценено как 
os + (n – 1) max {os, g}. Время для приема n со-
общений (относительно первого отправленного 
пакета на стороне отправителя) можно смодели-
ровать как os + L + or + (n – 1) max{os, g}. 

Кроме того, введем и другие обозначения [12]: 

 fr = max{or, g},   
 fs = max{os, g},   

{ } { }{max , max max , ,r r s r r st f o L o o g o= + + = +  

 } { }max , ,r s sL o g o L o+ + = + +   
 ts = max {g, os + L + or},  
 fr = fs = o,  
 tr = ts = 2 × o + L.   

Адаптивный алгоритм барьерной синхрони-
зации. Предложен адаптивный алгоритм субопти-
мального выбора алгоритмов барьерной синхрони-
зации, учитывающий время выполнения информа-
ционных обменов при реализации барьерной син-
хронизации в модели параллельных вычислений 
LogP. Входными данными для алгоритма являются: 
коммуникатор MPI, параметры модели LogP (L, or, 
os, g, P) и массив BarrierAlgs. Данные параметры 
можно получить от системы мониторинга комму-
никационной среды, например Netgauge. 

Предложенный алгоритм включает в себя 3 
основных шага: 

1. Вычисление оценки времени реализации 
барьерной синхронизации каждого из рассматри-
ваемых базовых алгоритмов. 

2. Поиск минимального из значений времени 
и выбор алгоритма на основе результатов поиска. 

3. Выполнение барьерной синхронизации на 
основе выбранного алгоритма. 

Листинг 1. Псевдокод алгоритма AdaptiveBar-
rierLogP 

Входные данные: 
L, o, g, P – параметры модели LogP  
BarrierAlgs – массив алгоритмов длины n. 

 
 
 
 

 

 

for i = 1 to n do 
     t[i] = CompTime(L, or, os, P, 

BarrierAlgs[i]) // сохранить в массиве время выпол-
нения алгоритмов 

end for  
i* = argmin(t[i])  // получить индекс элемента 

массива с минимальным значением времени 
     i = 1,…, n 
MPI_Barrier(BarrierAlgs[i*])   //   запустить  

выбранный алгоритм барьерной синхронизации 

Аналитические модели алгоритмов. Оценим 
в модели LogP время реализации распространен-
ных алгоритмов барьерной синхронизации.  

Central Counter. Алгоритм Central Counter 
изображен на рис. 2. Левая часть обозначает фазу 
1, в которой каждый некорневой процесс отправ-
ляет сообщение корневому процессу о том, что он 
достиг барьера. Если процессы отправляют со-
общения одновременно, а их латентности равны 
между собой, то пакеты сериализуются в прием-
нике, поскольку принятое сообщение «блокиру-
ет» сетевой интерфейс на время fr. На этом шаге 
корневой процесс является узким местом. 

Фаза 2 начинается сразу после получения 
корневым процессом всех пакетов. Такая же бло-
кировка происходит во время операции отправки, 
потому что каждый отправленный пакет «блоки-
рует» отправителя на время fs. Все остальные вы-
числения в модели LogP могут быть получены 
аналогично. 

Фаза 1 завершается после 
t' = os + L + (P – 2) fr + or. 

Фаза 2 начинается с T = t' и продолжается до 
времени выполнения последнего процесса. Время ее 
выполнения можно оценить следующим образом: 

t'' = os + (P – 2) fs + L + or. 

Процесс 0 завершил барьер после 
t0 = t' + os + (P – 2) fs =  

= 2 os + or + L + (P – 2) fr + (P – 2) fs. 

Процесс i ∈ {1, …, P} заканчивается после 
ti = t' + os + L + (i – 1) fs + or = 

= 2 (os + L + or) + (P – 2) fr + (i – 1) fs. 

Последний процесс (P) заканчивается, и для 
всего барьера получаем следующее время реали-
зации: 

rt = 2 (os + L + or) + (P – 2) fr + (P – 2) fs. 
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Combining-Tree. Алгоритм Combinig-Tree име-
ет сложность O(nlogn P). Основная его идея со-
стоит в том, чтобы разбить операцию барьерной 
синхронизации на дерево барьеров меньшего 
размера и объединить в себе ветви запросов и 
ветви уведомлений.  

Каждому процессу присваивается уникаль-
ный узел дерева, который связан в дерево захвата 
по родительской ссылке и в дерево освобождения 
набором дочерних ссылок. Родитель уведомляет 
каждого из своих потомков, устанавливая флаг в 
узлах, соответствующих им. Потомок, в свою 
очередь, устанавливает флаг в родительском узле, 
сигнализируя о его попадании в барьер. 

Combinig-Tree барьер характеризуется коли-
чеством процессов P, а также основанием n, ха-
рактеризующим число потомков каждого узла  
(в случае двоичного дерева). 

Согласно модели LogP время выполнения 
первой фазы (сбор данных на корневом процессе) 
получим по формуле t' = (os + L + fr × (n – 2) + 
+ or) logn P (рис. 3). 

Время выполнения второй фазы алгоритма 
(рис. 4), использующего в своей основе бинарное 
дерево: 

t'' = os + (log2 P − 1) max {g, os + L + or} + L + 
+ or = os + (log2 P − 1) ts + L + or. 

Суммарное время реализации: 
rt = (os + L + fr (n − 2) + or) logn P + os + 

+ (log2 P − 1) ts + L + or. 

Dissemination Barrier. Алгоритм Dissemina-
tion имеет сложность O(log2 P) и относится к 
классу барьеров, которые теоретически быстрее 
рассматриваемых в статье существующих алго-
ритмов обеспечивают реализацию барьерной 
синхронизации. Этот алгоритм получил свое 
название от того, что в процессе работы распро-
страняет информацию среди набора процессов 
(рис. 5). Каждый процесс вращается вокруг выде-
ленной ему переменной и сигнализируется другим 
процессом. Каждый процесс проходит через log N 
раундов, где N – количество процессов. В конце 
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раунда процесс знает, что другие процессы достиг-
ли барьера, и готов перейти к следующему раунду. 

 
Рис. 5 
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Время выполнения алгоритма в модели LogP 
можно оценить следующим образом: 

rt = max{fr, fs, os + L + or} log2 P = 
= max{tr, ts} log2 P. 

Эксперименты. Эксперименты производи-
лись на кластерных ВС информационно-
вычислительного центра Новосибирского нацио-
нального исследовательского государственного 
университета. Использовался вычислительный 
кластер, укомплектованный 30 узлами с двумя 12-
ядерными процессорами Intel Xeon E5-2680v3 с 
частотой 2500 МГц, ОЗУ 192 Гбайт. Операцион-
ная система: SUSE Linux Enterprise Server. Ком-
пилятор: GCC 4.8.5. Библиотека Open MPI 1.10.2. 

Тестовая программа представляет собой цик-
лический запуск функции барьерной синхрониза-
ции. Между вызовами барьерной синхронизации 
установлена задержка продолжительностью 1000 ± 
± 100 мс. Количество итераций цикла – 400. Сум-
марное время выполнения барьерной синхрони-
зации для текущего числа процессов определя-
лось как среднее арифметическое результатов 
замера времени прохождения каждого из четырех 
барьеров. 

В процессе проведения экспериментов коли-
чество процессов варьировалось от 2 до 100 с 
шагом 2. В качестве показателя эффективности 
алгоритма использовалось время t выполнения 
барьерной синхронизации. Алгоритм с наимень-
шим временем выполнения барьерной синхрони-
зации является наиболее эффективным. 

Результаты экспериментов можно увидеть на 
рис. 6, 7, где отражен один и тот же эксперимент 

с той лишь разницей, что на рис. 7 не показан 
график Central-Counter, чтобы повысить читае-
мость остальных. Central-Counter барьер заметно 
уступает алгоритмам Dissemination, Combinig-
Tree и AdaptiveBarrierLogP при увеличении числа 
процессов. В свою очередь Dissemination и Com-
binig-Tree демонстрируют близкие результаты, но 
последний уступает по времени выполнения. Раз-
работанный AdaptiveBarrierLogP алгоритм в 
большинстве экспериментов показывает резуль-
таты, лучшие в среднем на 4 %, что позволяет 
положительно судить о его эффективности. Чаще 
всего AdaptiveBarrierLogP алгоритм в процессе 
работы выбирал между реализациями Dissemi-
nation (96 %) и Combinig-Tree (3 %), частота вы-
бора реализации барьерной синхронизации Central-
Counter составила 1 % от общего числа. При числе 
процессов, меньшем 20 (рис. 8), превалирует выбор 
алгоритмом AdaptiveBarrierLogP реализации Com-
binig-Tree, в остальных случаях более эффективным 
оказывается выбор Dissemination. На рис. 9 пред-
ставлено время выполнения операции, полученное 
на основе представленных в данной статье анали-
тических формул, для следующих значений па-
раметров модели LogP (L = 125.6, or = 123.8, os = 
= 0.43, g = 0.22, P ∈ {2, ..., 100}). 
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Рис. 7 

3.0 

2.5 

2.0 

1.5 

1.0 

0.5 

0 
 

t, с 

          20           40          60           80         100        Р 

1 – сombinig-tree 
2 – adaptivBarrierLogP 
3 – dissemination 

1 

2 
 3 

 



Известия СПбГЭТУ «ЛЭТИ» № 4/2018 
 

31 

 
Рис. 8 
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На основе критерия χ-квадрат вычислены ве-

роятности соответствия экспериментальных дан-
ных: p1 = 09950419 (Combinig-Tree); p2 = 
= 0.999992 (Dissemination) и p3 = 0.296601 (Cen-

tral-Counter). Данные вероятности близки к 1, что 
намного больше уровня значимости α = 0.05, при 
котором событие уже можно считать неслучай-
ным. Поэтому можно утверждать, что экспери-
ментальные данные не противоречат аналитиче-
ским и даже соответствуют нормальному закону 
распределения. 

Разработан адаптивный алгоритм Adap-
tiveBarrierLogP субоптимального выбора алго-
ритмов барьерной синхронизации, учитывающий 
время выполнения информационных обменов в 
модели параллельных вычислений LogP. Постро-
ены аналитические оценки времени выполнения 
алгоритмов барьерной синхронизации в модели 
LogP. Приводятся результаты натурных экспери-
ментов на базе действующих кластерных ВС. 

Полученные на основе критерия χ-квадрат зна-
чения вероятностей близки к 1, что соответствует 
нормальному закону распределения и подтверждает 
корректность экспериментальных данных. 

Результаты исследования созданного адап-
тивного алгоритма барьерной синхронизации на 
кластерной ВС показали, что среднее время реа-
лизации выполнения синхронизации с учетом 
параметров модели LogP уменьшилось в среднем 
на 4 % по сравнению с использованием неадап-
тивных реализаций. При числе процессов, мень-
шем 20 (рис. 8), превалирует выбор алгоритма 
Combinig-Tree, в остальных случаях более эффек-
тивным оказывается выбор Dissemination. 
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ADAPTIVE ALGORITHM OF BARRIER SYNCHRONIZATION IN THE MPI STANDARD  
ON THE BASIS OF PARALLEL COMPUTING MODELS LOGP 

The problem of developing an adaptive algorithm for barrier synchronization of branches of parallel MPI-programs in dis-
tributed computing systems is considered. An algorithm of barrier synchronization providing a suboptimal choice of the 
scheme for implementing barrier synchronization is proposed. During the selection process, the time of execution of infor-
mation exchanges in the LogP parallel computing model is taken into account. Analytic estimates of the execution time of 
the barrier synchronization algorithms in the LogP model are constructed. The proposed adaptive algorithm is implement-
ed in the MPI standard. The results of field experiments on cluster computer systems for analyzing the efficiency of the cre-
ated algorithms are presented. The results of the experiments allow us to trace the relationship between the parameters of 
the LogP model, the number of processes and the choice of algorithms for the implementation of barrier synchronization. 
The developed algorithm made it possible to achieve a 4% decrease in the average implementation time for the implemen-
tation of barrier synchronization. 
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Моделирование частотно-временной структуры  
геоакустических импульсов с использованием  
методов интеллектуального анализа 

Рассмотрено моделирование частотно-временной структуры заданного класса геоакустических импульсов. 
Для реализации процесса моделирования предложено использование комбинации методов частотно-
временного, статистического и интеллектуального анализа, а также методов разреженной аппроксимации. 
Частотно-временное представление сигнала строится с использованием алгоритма адаптивного согласо-
ванного преследования. Показано разбиение построенных представлений на классы методами иерархической 
кластеризации. Получены и проанализированы 4 класса геоакустических импульсов. Предложено выявлять 
внутренние закономерности структуры заданного класса импульсов с использованием алгоритмов поиска 
ассоциативных правил и статистического анализа. Полученные алгоритмы затем используются для моде-
лирования импульсов геоакустической эмиссии. Разработанные алгоритмы анализа и моделирования геоаку-
стических импульсов реализованы на языке программирования MATLAB. Созданная система протестирована 
на типовых геоакустических импульсах характерной формы. Показано соответствие реальных и модельных 
импульсов, что доказывает корректность выявленных закономерностей.  

Геоакустическая эмиссия, геоакустический импульс, частотно-временная структура,  
интеллектуальный анализ сигналов, разреженная аппроксимация 

Под акустической эмиссией понимаются упру-
гие колебания, возникающие в результате дислока-
ционных изменений в твердых телах. Свойства ре-

гистрируемого при этом импульсного излучения 
напрямую зависят от характеристик порождаю-
щего пластического процесса [1]–[3]. В зависи-


