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Оптимальное квадратичное управление 
электроприводами коленного сустава экзоскелета 
с упругими связями 

Разрабатывается математическая модель для системы электропривода экзоскелета с упругими связями с 
применением метода оптимального квадратичного управления (LQR). В отличие от традиционных жестких 
приводов, важными особенностями упругого привода являются: управление устойчивостью, более низкий 
выходной импеданс, ударопрочность и лучшее накопление энергии. На основе математической модели элек-
трического привода с упругими связями коленного сустава экзоскелета предложен метод управления LQR 
(Linea quadratic regulator), который обеспечивает соответствие момента ноги человека заданому значению 
момента. Экзоскелет предназначен для поддержки людей с ограниченными возможностями. Система элек-
тропривода экзоскелета сложна и требует высокой точности для обеспечения устойчивого перемещения 
инвалидов. Сложность подобных систем заключается в упругости механических связей, из-за которых возни-
кает автоколебание в переходном процессе системы, что в итоге может привести к полной нестабильно-
сти работы электроприводов экзоскелета. Современным подходом к решению сложных задач является оп-
тимальное квадратичное управление. Применение стабильного и эффективного метода управления LQR 
оправданно. Результаты исследования подтверждаются моделированием в среде Matlab&Simulink. 

Экзоскелет, электропривод, оптимальное квадратичное управление, оптимальный 
регулятор, упругая передача, упругая связь, LQR 

В последние годы были разработаны различ-
ные экзоскелетные устройства для дополнения 
механической мощности, необходимой людям с 
нарушениями функции нижних конечностей. 
Жесткие электроприводы, ранее применявшиеся в 
экзоскелетах, имеют много ограничений. В насто-
ящее время во многих экзоскелетах применяется 
механизм упругой передачи, имеющий значитель-
ные преимущества: лучшее управление устойчи-
востью, более низкий выходной импеданс, ударо-
прочность и лучшее накопление энергии. Эти ро-
ботизированные устройства имеют общие требо-
вания относительно их срабатывания, веса и 
размера обоих приводов, а также структуры, изно-
состойкости их конструкции и безопасности поль-
зователя. Несмотря на усилия, приложенные для 
решения этих вопросов, еще остаются ограниче-
ния по их применению. Поскольку экзоскелеты – 
это устройства, которые нужно носить людям, без-
опасность взаимодействия является решающим 
требованием для предотвращении как травмы, так 
и дискомфорта [1], [2]. На сегодняшний день в 

большинстве представленных экзоскелетов ис-
пользуются жесткие приводы, которые наклады-
вают на эти устройства значительные ограниче-
ния, связанные с безопасностью и способностью 
взаимодействовать с человеком. Это существенно 
зависит от того факта, что высокая частота выход-
ного импеданса жесткого привода определяется 
инерцией ротора. Были предложены безопасные 
методы контроля для улучшения динамического 
поведения жесткой активации при физическом 
взаимодействии человека с экзоскелетом, однако 
для определенных частот они оказались недоста-
точно эффективны. 

Концепция серийного упругого привода была 
предложена Г. А. Праттом в 1995 г. [3]. Г. А. Пратт 
управлял двигателем с помощью токовой петли, 
входной сигнал которой рассчитывался с использо-
ванием обратной связи. Робинсон подробно про-
анализировал характеристики управления крутя-
щим моментом привода с упругими связями и рас-
считал входной сигнал токовой петли с помощью 
ПИД-регулятора. Он рекомендовал токовую петлю 
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для управления двигателем, чтобы устранить влия-
ние инерции двигателя. Основываясь на исследова-
ниях Д. В. Робинсона и Г. А. Пратта, Н. Уайет ука-
зал, что эффект трения зубчатых колес может быть 
уменьшен с помощью контура скорости.  

Модель экзоскелета. В настоящее время 
многих ученых, изучающих структуру системы 
электропривода экзоскелета, интересуют основ-
ные показатели системы, в том числе хранение и 
выпуск энергии в цикле движения. Рассмотрим 
компактную структуру с множеством преиму-
ществ, как представлено в [4]. Система электро-
привода тазобедренного и коленного суставов 
экзоскелета включает в себя основные компонен-
ты: двигатель постоянного тока (Maxon RE40, 
150 Вт), планетарный редуктор, коническую ше-
стерню и механизм упругой связи [5]. Двигатель 
постоянного тока совместно с планетарной пере-
дачей с коэффициентом передачи 91:1) создает 
крутящий момент. Для увеличения крутящего 
момента (рис. 1) применяется пара конических 
шестерен (коэффициент передачи 3:1): 1 – двига-
тель; 2 – планетарная передача; 3 – коническая 
передача; 4 – упругий модуль; 5 – коленный су-

став; 6 – бандаж; 7 – икра; 8 – тазобедренный су-
став; 9 – датчики контактного усилия. 

На рис. 1 показан экзоскелет с 14 степенями 
свободы, включая две степени свободы в талии, 
одну – в колене и две – в лодыжке. Тазобедренный 
и коленный суставы приводятся в действие эла-
стичным исполнительным механизмом, а осталь-
ные суставы экзоскелета пассивны. Новый тип се-
рийного упругого модуля предназначен для полу-
чения привода с высокой мощностью при неболь-
ших размерах [6]–[8].  

Механизм упругой связи. Структура меха-
низма упругой связи представлена на рис. 2, а, 
где 1 – эластичная композиция; 2 – внешний 
обод; 3 – внутренний обод; на рис. 2, б показан 
человек с ограниченными возможностями ниж-
них конечностей, использующий экзоскелет. 

Коленные суставы должны поддерживать вес 
верхней части тела, выдерживать большие 
нагрузки на этапе приема веса и действовать, как 
торсионная пружина, в течение этого периода 
[9]–[11]. Жесткость механизма упругой связи 
подходит для передачи крутящего момента и 
снижения механического импеданса (рис. 1). 
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Моделирование систем электропривода. 
Модель коленного сустава экзоскелета с упругой 
связью представлена на рис. 3, где дτ  – момент 

двигателя; н – момент нагрузки; дJ – эквива-

лентный момент инерции системы привода; д – 

угол выхода двигателя; н – угол нагрузки; sk – 

твердость модуля упругости [4], [12], [13]. 

дJ  

дτ   н  д   н  

sk  

 
Рис. 3 

На рис. 4 показана схема, эквивалентная мо-
дели на рис. 3, передаточной функции момента 
привода с упругой связью, где dT  – входной кру-

тящий момент;   – коэффициент усиления; G – 

передаточная функция скорости двигателя; д , 

н  – угол вала двигателя и угол нагрузки; sk  – 

жесткость модуля упругости; нT  – выходной кру-

тящий момент нагрузки;   –  входной сигнал 

угловой скорости двигателя. 

Рис. 4 
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На рис. 5, а показан момент изменения системы 

электропривода с упругой связью (1 – входной кру-
тящий момент ( 25 sin (5 )dT t  ); 2 – выходной 

крутящий момент нагрузки ( нT )). Получаем момент 

нагрузки, который уменьшает амплитуду и задер-
жанную фазу по сравнению с желаемым крутящим 

моментом ( dT ). Это синусоидальная ошибка с ам-

плитудой 9 Н · м, как показано на рис. 5, б. Ограни-
чиваемая этим показателем, упругая передача харак-

                                                    

 а б 
Рис. 2 

3 

2 

1 

 

 

 

 

 

 

Момент упругой передачи, Н · м 
30 

20 

10 

0 

–10 

–20 

–30 
  0                       0.5                         1.0                      t, с 

2 
1 

 
 

Ошибка момента упругой передачи, Н · м 

10 

5 

0 

–5 

–10 

   0                          0.5                         1.0            t, с 
а б 

Рис. 5 



Электротехника  
 

62 

теризуется низкой полосой пропускания. Это огра-
ничение имеет много причин – структура упругого 
модуля, предел насыщения двигателя, параметры 
управления момента, обратная связь управления мо-
мента и скорости двигателя и т. п. Полосу пропуска-
ния можно расширить, изменяя параметры управле-
ния петли обратной связи момента и скорости двига-
теля, а также метод управления.  

При использовании экзоскелет связывается с 
нижней конечностью человека – это моделирова-
ние системы показано на рис. 6. 

 

 

Рис. 6 
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Из этого рисунка получается структурнная схема 
системы электропривода колена экзоскелета 
(рис. 7), где ч – подвижный угол ноги; чk  – кон-

тактная твердость между экзоскелетом и икрой 
человека; Э – передаточная функция колена су-
става экзоскелета; чT  – контактный момент меж-

ду экзоскелетом и икрой человека. 

 
Рис. 7 
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В [1] автор использовал ПИ‐регулятор для 
управления системой электропривода колена эк-
зоскелета. На этом основании к схеме на рис. 7 до-
бавлен коэффициент контактного усилия и контур 
положения для ограничения составляющей момента 
трения. Схема привода показана на рис. 8, где   – 

коэффициент контактной силы. 
При этом исследуется момент привода и для 

обеспечения правильного движения ноги челове-
ка применяется оптимальный метод управления 
обратной связью LQR для управления коленным 
суставом экзоскелета с упругими связями [1]. 

Из схемы привода на рис. 8 имеем функцию 
передачи момента системы: 
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Передаточную функцию коленного сустава 
экзоскелета можно записать в виде 

 
2

1
Э

Js
 , (2) 

где J – момент инерции колена экзоскелета.  
Передаточная функция скорости двигателя 

может рассматриваться как постоянная дk . 

Из (1) и (2) имеем: 
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(3) 

Коленный сустав экзоскелета показан на рис. 9. 
Исходные параметры для расчета приведены в табл. 1.  

 

Таблица 1 

Параметр Обозначение Значение 

Жесткость модуля упругости, 
Н · м/рад sk  60.2 

Контактная твердость между 
экзоскелетом и икрой челове-
ка, Н · м/рад 

чk  11.8 

Момент инерции коленного 
сустава экзоскелета, кг · м2 

J 0.28 

Брусковая масса 2 (икра), кг m 3.02 

Длина до центра бруса 2, м l 0.185 

Эквивалентный коэффициент 
передаточной функции  
скорости двигателя 

дk  1.53 

Коэффициент усиления   0.4 

Коэффициент контактной  
силы   1.32 

 

Рис. 8 
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Рис. 9  

Заменив параметры в (3) (см. табл. 1), полу-
чаем следующую передаточную функцию: 

 ч
3 2

( ) 573.85

( ) 0.28 10.3 72 1008.5d

T s

T s s s s


  
. (4) 

Разработаем управление коленным суставом 
экзоскелета с упругими связями с применением 
оптимального линейного квадратурного алгорит-
ма (LQR). 

Задачи линейно-квадратичного управле-
ния. Управляющий объект имеет уравнение со-
стояния: 

 0
(t) ( ) ( );

(0) ,
( ) ( );

A t B t

t C t

 
 

x x u
x x

y x


 (5) 

где ( )tx – вектор состояний системы; ( )tu – век-

тор управления; ( )ty  – вектор выхода; A – матри-

ца системы; B – матрица входа; C – матрица вы-
хода. 

Линейно-квадратичный регулятор. Построен 
закон управления в форме статической линейной 
обратной связи по состоянию [14], [15] 

     ,t K t u x  (6) 

где K – матрица коэффициентов обратной связи. 
Подставляя (6) в (5), получим: 

 ( ) ( );

( ) ( ).

t A BK t

t C t

  




x x

y x


 

Таким образом, динамика модифицируется коэф-
фициентом усиления обратной связи K. 

Для конкретного объекта требуется разработ-
ка оптимальной системы управления по крите-
рию качества 

        т т

0

1
[ ] ,

2
J t Q t t R t dt


  x x u u  (7) 

где Q – весовая диагональная матрица перемен-
ных состояния ( 0Q  ); R – весовая диагональная 

матрица управляющих воздействий регулирова-
ния (R > 0). 

При минимизации    т t R tu u  в (7) управля-

ющий сигнал имеет ограниченную амплитуду – 
это важная проблема при построении реальных 
систем управления электроприводами. Для опти-
мизации функционала качества применим клас-
сический метод решения алгебраического урав-
нения Риккати: 

 т 1 т 0,A A BR B Q   P P P P  (8) 

где P  – неотрицательное симметричное решение 
управляющего алгебраического уравнения Рикка-
ти (8). Зная решение ,P  можно определить мат-

рицу коэффициентов обратных связей K размером 
m × n в соответствии с выражением 

1 т ;K R B P  

Q и R – матрицы весовых коэффициентов. Как 
следует из (7), одним из наиболее эффективных 
методов его решения является так называемый 
метод диагонализации.  

Минимальное значение функционала качества 
(7) определяется следующим образом: 

т
min 0 0rJ  x P x . 

На рис. 10 представлена структурная схема 
оптимальной системы управления электроприво-
дом коленного сустава экзоскелета с упругими 
связями: 

Уравнение (4) с параметрами из табл. 1: 

36.8 257.1 3601.8 1

1 0 0 , 0

0 1 0 0

A B

     
       
      

,

 0 0 2017.9C  . 

Характеристическое уравнение системы мо-
жет быть записано в виде 

 det( ) 0s A BK  I , (9) 
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После подстановки данных в (9) и его реше-
ния характеристическое уравнение системы запи-
сывается виде 

3 2
1 2 3( 36.8) ( 257.1) ( 3601.8) 0s k s k s k       . (10) 

Применение метода распределения полярных 
точек позволяет получить крайние точки характе-
ристического уравнения: 

1

2

3

47.0394 0.0000 ;

2.0303 11.7800 ;

2.0303 11.7800 .

i

i

i

   
   
   

 

Выберем следующее желаемое характеристи-
ческое уравнение системы: 

3
3 2

1

( )( ) 51.1 333.9 6721.6 0i i
i

s s s s s


       , (11) 

где , ( 1, ..., )i i n   – желаемые собственные 

числа, зависят от назначаемых весовых диаго-
нальных матриц. 

Крайние точки реальной части отрицательны 
(слева от комплексной плоскости). Применив ба-
лансирование уравнений (10) и (11), получаем 
искомое характеристическое уравнение системы:  

1

2

3

36.8 51.1;

257.1 333.9;

3601.8 6721.5;

k

k

k
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3

14.3;

76.8;

3119.7.

k

k

k


 
 

 

Таким образом, регулятор обратной связи K 
имеет следующие коэффициенты:  

[14.3 76.8 3119.7]K  . 

Линейно-квадратичный регулятор. Результа-
ты синтеза линейно-квадратичного регулятора 
при разных значениях собственных чисел элек-
тропривода коленного сустава экзоскелета с 

упругими связями приведены в табл. 2: 1 2, ,   

3  – желаемые собственные числа; K = 

1 2 3[ ]k k k  – матрица коэффициентов обрат-

ных связей оптимального регулятора. 
Таблица 2

Вариант 
процесса 

1 2 3, ,    1 2 3, ,k k k  

 
1 

–47.0394 + 0.0000i 
–2.0394 + 11.7800i 
–2.0394 – 11.7800i 

 
14.3, 76.8, 3119.7 

 
2 

–51.7783 + 0.0000i 
–1.8409 +11.1301i 
–1.8409 – 11.1301i 

 
18.66, 60.8, 

2987.9 
 
3 

–48.1812 + 0.0000i 
–1.8094 +11.3994i 
–1.8094 – 11.3994i 

 
15, 50.48, 2816.9 

 
4 

–34.1818 + 0.0000i 
–1.8091 +13.3477i 
–1.8091 – 13.3477i 

 
1, 48.1, 2599.9 

 

Результаты моделирования. На рис. 11 при-
ведены переходные процессы момента коленного 
сустава экзоскелета с упругими связями, которые 
соответствуют вариантам 1–4 в табл. 2 для регуля-
торов LQR и ПИ (кривая 5). 
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Анализируя данные в табл. 2 и на рис. 11, 
можно сделать вывод, что для синтеза линейно-
квадратичного регулятора необходимо использо-
вать параметры варианта 4. Эти параметры, как 
видно из графиков на рис. 11, обеспечивают опти-
мальные динамические характеристики и малое 
значение перерегулирования, что позволяет до-
стичь плавности движения объекта управления. На 
рис. 11 показано, что все опции регулятора LQR 
более оптимальны, чем у регулятора ПИ [1]. 

Из результатов моделирования видно, что ре-
гулятор оптимального квадратичного управления 

электроприводами коленного сустава экзоскелета 
с упругими связями имеет хорошее качество 
управления. Время перехода мало – 0.3 с, момент 
икры человека следует заданному моменту с не-
большой ошибкой. Таким образом, был разрабо-
тан оптимальный квадратичный регулятор для 
системы управления электроприводами коленно-
го сустава экзоскелета с упругими связями. 
Встроенный регулятор LQR отвечает требовани-
ям стандарта устойчивости системы, решает про-
блему выбора весовых матриц квадратичного 
функционала качества. 
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OPTIMAL QUADRATIC CONTROL OF EXOSKELETON KNEE ELECTRIC DRIVES 
WITH ELASTIC COUPLINGS 

This article builds a mathematical model for an exoskeleton electric drive system with elastic bonds using the optimal 
quadratic control (LQR) method. Unlike traditional hard drives, important features of an elastic drive are: stability control, 
lower output impedance, impact resistance and better energy storage. Based on a mathematical model of an electric drive 
with elastic connections of an exoskeleton knee joint, a LQR control method is proposed in order to provide the human leg 
moment with a given moment value. The exoskeleton is designed to support people with disabilities. The exoskeleton elec-
tric drive system is a complex system requiring high accuracy to ensure the disabled have a stable movement. The complex-
ity of such systems lies in the elasticity of mechanical bonds, due to which self-oscillation occurs in the transition process of 
the system, which ultimately leads to complete instability of the operation of exoskeleton electric drives. The modern ap-
proach to solving complex problems is the optimal quadratic control. The use of a stable and efficient LQR management 
method is warranted. The results of the study are confirmed by modeling in the environment of Matlab & Simulink. 

Exoskeleton, electric drive, optimal quadratic control, optimal controller, elastic transmission, elastic coupling, LQR 
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Энергетический баланс мощной импульсной 
технологической установки 

Представлены результаты определения энергетического баланса мощной импульсной технологической 
установки. Показано, что используя схему замещения установки, можно с достаточной точностью рас-
считать энергетический баланс. Значения параметров для всех элементов схемы замещения определя-
лись при помощи измерения их частотных характеристик. При расчетах энергетического баланса 
мощных импульсных систем необходимо учитывать потери в конденсаторных батареях. Показано, что 
основные энергетические потери в установках подобного типа связаны с токами, протекающими по 
протяженным электродам и по системе подключения этих электродов к конденсаторной батарее. При 
этом импульсные токи занимают лишь малую часть сечения проводника, что связано с глубиной про-
никновения импульсной электромагнитной энергии в проводящие материалы. В результате сопротив-
ление электродов при протекании импульсных токов оказывается во много раз выше, чем его значение 
на постоянном токе. 

Энергетический баланс, импульс, схема замещения 

Мощные импульсные воздействия широко 
используются в разных областях науки и техно-
логии – электроимпульсном разрушении матери-
алов при добыче ископаемых [1]; электроразряд-
ных технологиях для дезинтеграции и раскрытия 
руд, выделения ограночного сырья кристаллов 
[2], [3], разрушения бетона и железобетонных 
конструкций [4], утилизации композитных мате-
риалов и изделий [5], импульсных режимах полу-
чения наноматериалов [6], импульсных техноло-

гических установках для обеззараживания питье-
вой и сточных вод, текучих пищевых продуктов 
[7] и т. д. 

Один из способов получения наноматериалов 
основан на диспергировании материалов протя-
женных электродов под действием мощного им-
пульсного разряда, который движется по их по-
верхности [8]. Для эффективного использования 
оборудования, которое реализует данный способ, 
необходимо определить его энергетический ба-


