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Адаптивные электромеханические системы  
управления многозвенными манипуляционными  
роботами с упругими свойствами 

Рассматриваются адаптивные электромеханические системы управления многозвенными манипуляцион-
ными роботами с упругими свойствами как нелинейными взаимосвязанными неопределенными объектами. 
Синтез адаптивных электромеханических систем управления многозвенными манипуляционными робо-
тами осуществляется на базе основного метода приближения функций. В рамках этого метода и предла-
гаемой в статье его упрощенной модификации, специализированной для класса лагранжевых объектов, 
разрабатываются методики пошагового синтеза адаптивных систем управления многозвенными мани-
пуляционными роботами с упругими свойствами, математические модели которых представляются 
трех- или двухкаскадными структурами в зависимости от учета электромагнитной динамики исполни-
тельных электроприводов в синтезе или пренебрежения ею как сингулярным возмущением. На базе разра-
ботанных методик синтезируются двух- и трехкаскадные адаптивные электромеханические системы 
управления четырехзвенным манипуляционным роботом с упругими свойствами и проводится сравни-
тельный анализ их эффективности в достижении свойств динамической точности и быстродействия. 
Приводятся результаты компьютерных исследований эффективности подавления упругих свойств в усло-
виях влияния электромагнитной динамики на качественные показатели переходных процессов и тра-
екторного движения электромагнитной динамики электроприводов либо трактуемой как сингулярное 
возмущение, либо учитывая ее в синтезе с основным и упрощенным методами приближения функций. Пока-
зываются преимущества адаптивных систем, построенных на базе упрощенного метода приближения 
функций, позволяющих обеспечить показатели точности и быстродействия движения робота, сравнимые 
с показателями адаптивных систем, синтезированных основным методом приближения функций, но при 
меньших затратах вычислительных ресурсов. Численные исследования проводились в среде Matlab-Simulink 
на базе расчетной модели четырехзвенного манипуляционного робота компании igus. 

Адаптивная электромеханическая система, четырехзвенный манипуляционный робот, 
исполнительный электропривод, основной метод приближения функций, упрощенная  
модификация метода приближения функций, электромагнитная динамика, сингулярное  
возмущение, каскадная структура, пошаговый синтез 

Введение. В статье рассматриваются актуаль-
ные вопросы построения адаптивных электромеха-
нических систем управления динамическими мно-
гозвенными манипуляционными роботами с упру-
гими свойствами в условиях неопределенности. 

Первой проблемой, разрешаемой в статье, яв-
ляется выбор и обоснование подходящего метода 
синтеза. В известных аналитических (точных) 
методах адаптивного управления многозвенными 
манипуляционными роботами предполагается, 
что математическая модель робота линейно пара-
метризуется относительно вектора неизвестных 
постоянных параметров [1], [2]. Однако такой 
подход является довольно сложным и громоздким 
в расчетах из-за необходимости точного аналити-

ческого описания математической модели объек-
та. Это мотивирует привлечение приближенных 
методов адаптивного управления, позволяющих 
избежать необходимости точного описания мате-
матической модели. Одним из таких приближен-
ных подходов является так называемый метод 
приближения функций [3], [4]. Данный метод яв-
ляется более простым в синтезе, чем аналитиче-
ские методы, однако синтезированные в его рам-
ках алгоритмы управления требуют большего 
вычислительного ресурса для реализации в силу 
их высокой размерности. В статье предлагается 
новая упрощенная модификация метода прибли-
жения функций, специализированная для класса 
объектов, описываемых уравнениями Лагранжа, и 
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позволяющая значительно снизить размерность 
задачи и объем вычислений. 

Другой проблемой, разрешаемой в статье, яв-
ляется высокая размерность задачи управления 
многозвенным манипуляционным роботом при 
объединении динамики жесткого манипулятора с 
динамикой, учитывающей упругие свойства его 
звеньев и электромагнитные процессы в испол-
нительных электроприводах. В начале 1990-х гг. 
появился подход, названный методом пошагового 
синтеза [5], [6], позволяющий упрощать задачи 
построения нелинейного и адаптивного управле-
ния сложными динамическими объектами, до-
пускающими их представление в виде каскадной 
структуры, избавляя тем самым от необходимо-
сти громоздкого синтеза управления объединен-
ной динамикой сложных объектов [7], [8]. В статье 
метод пошагового синтеза применяется в построе-
нии адаптивных систем управления многозвенным 
роботом, основываясь на представлении его мате-
матической модели в виде каскадной структуры, 
описывающей динамику жесткого манипулятора 
робота и динамику каскадно присоединенных к 
нему посредством упругих связей исполнительных 
электроприводов степеней подвижности. 

Третья проблема, исследуемая в статье, связа-
на с построением математических моделей объ-
ектов, характеризующихся разнотемповой дина-
микой, когда возникают задачи исследования 
необходимости учета или возможности прене-
брежения электромагнитной динамикой исполни-
тельных электроприводов, характеризующейся 
малыми параметрами. Постановка такой задачи 
представляется актуальной, так как на практике 
проектировщики многозвенных механических 
объектов зачастую пренебрегают электромагнит-
ной динамикой исполнительных электроприво-
дов, рассматривая ее как «паразитную» без доста-
точных обоснований и детальных исследований 
[9], [10]. В связи с изложенным, в статье рассмот-
рены вопросы разработки адаптивных электроме-
ханических систем управления упругими много-
звенными механическими объектами с исполни-
тельными электроприводами в степенях подвиж-
ности, синтезированные как с учетом (в трех-
каскадных структурах), так и без учета (в двух-
каскадных структурах) электромагнитной дина-
мики исполнительных электроприводов.  

Разработанная методика двух- и трехкаскад-
ного синтеза адаптивных электромеханических 
систем управления упругими многозвенными 

объектами, построенных без учета и с учетом 
электромагнитной динамики исполнительных 
электроприводов, иллюстрируется детальным 
исследованием разработанных в статье методов 
синтеза на примере построения адаптивных элек-
тромеханических систем управления упругим 
четырехзвенным манипуляционным роботом 
компании igus модели robolink® RL-DCi  
(RL-DCi-4S-M [11] (рис. 1). 
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Рис. 1 

1. Двух- и трехкаскадная математические 
модели упругого многозвенного механического 
объекта и постановка задач управления. Дина-
мика упругого многозвенного механического объ-
екта, объединенная с электромагнитной динами-
кой исполнительных электроприводов, описыва-
ется следующей системой дифференциальных 
уравнений:  
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где  ;iqq   iaa − векторы обобщенных ко-

ординат (углов вращения сочленений) объекта и 
углов вращения роторов электроприводов соот-

ветственно;  ( ) ijD Dq =  − функциональная мат-

рица инерции объекта, симметричная и положи-
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тельно определенная;  ( , ) ijC Cq q  – функцио-

нальная матрица кориолисовых и центробежных 

сил, зависящих от скоростей;  ( ) iGG q − функ-

циональный вектор гравитационных сил; 

     c cdiag , diag , diag
i ii b bK K J J K K    − 

числовые матрицы, определяемые коэффициен-
том упругости трансмиссий, моментом инерции и 
вязкого трения электроприводов соответственно; 

 я яiuu  – вектор напряжений усилителей 

мощности электроприводов;  я яiII  – вектор 

токов обмоток;    я я я яdiag , diagi iL L R R   − 

числовые матрицы индуктивностей и активных 
сопротивлений цепей тока электроприводов соот-

ветственно;    м мdiag , diag
i ie eK K K K   − 

числовые матрицы постоянных коэффициентов, 
определяемых конструктивными данными элек-

трических машин;  id dMM  − вектор элек-

тромагнитных моментов электроприводов;

 я яi
ee  – вектор ЭДС якорных обмоток двига-

телей; , 1,i j n ; n − число звеньев (степеней по-

движности) механического объекта. 
Преобразуем математическую модель (1) объ-

единенной динамики многозвенного упругого 
механического объекта в двух- и трехкаскадную 
структуры, построенные, соответственно, без 
учета (Lя = 0) и с учетом (Lя > 0) электромагнит-

ной динамики исполнительных электроприводов. 
В первом случае (Lя = 0) уравнения двухкас-

кадной структуры имеют следующий вид: 

 ( ) ( , ) ( ) ;D C  q q q q q G q τ     (2) 

 1 1 ( , ),t tJ B R R K      qτ τ τ u q f q q     (3) 

где введены обозначения: ( )cK τ a q ; 1
t cJ JK ; 

1
t b cB K K  ; eK K ; ( , ) .bJ K qf q q q q     

Во втором случае (Lя > 0) уравнения трехкас-

кадной структуры будут иметь вид 

 ( ) ( , ) ( ) ;D C  q q q q q G q τ     (4) 

 ( , );t tJ B    qτ τ τ I f q q     (5) 

 ,L R K  I I q u   (6) 

где 1
я mL L K  ; mK яI I ; 1

я mR R K  . 

Характеризуя класс адаптивности неопреде-
ленных объектов управления, будем полагать, что 
все числовые параметры матриц D, C, G, L, R и K 
постоянны, неизвестны и определены в некото-
рых известных интервалах, а компоненты векто-
ров , , ,q q τ I  и u доступны измерению.  

Поставим задачи построения законов управле-
ния и алгоритмов адаптации для двух- (2), (3) и 
трехкаскадного (4)–(6) объектов, удовлетворяющих 
в интервальном классе адаптивности следующему 
целевому неравенству (цели управления):  

 м( ) ( ) , ,dt t t T   q q ε   (7) 

где мε  − числовая ошибка, характеризующая 

точность управления; ( )d tq  − программный век-

тор углов вращения звеньев; T − заданное время 
процесса управления. 

2. Основы метода приближения функций. 
Метод приближения функций [3], [4] основан на 
том, что любая ограниченная скалярная функция f(t) 
может быть аппроксимирована с произвольно за-
данной точностью конечными линейными комби-

нациями базисных функций { ( )}, 1,iz t i   , в виде 

 
1

( ) ( ) ( ) ,T
i i f ff t w z t t


      w z  (8) 

где 1 2( ) ( ), ( ), ..., ( )
T

t z t z t z t   z  − вектор базис-

ных функций; 1 2, , ...,w w w   w  − вектор весо-

вых коэффициентов разложения (8), β – число чле-
нов разложения, εf – ошибка аппроксимации ска-

лярной функции f(t). При этом очевидно, что разло-
жение любой функции времени f(t) по известным 
базисным функциям метода приближения функций 
однозначно определяется вектором неизвестных 
весовых коэффициентов этого разложения. 

Пусть все элементы вектора матриц и векто-
ров математической модели объекта (1) − ограни-
ченные функции и разложимы по базисным 
функциям метода приближения функций.  

Предположим, что все элементы некоего  
m-мерного функционального вектора А аппрокси-
мируются с использованием одного и того же 
числа разложений β и одного и того же вида ба-
зисных функций. Тогда m-мерный вектор-столбец 
A можно представить следующей матричной 
формулой разложения: 

  ;T
i W  A A AA A Z ε  
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 (9) 

1 2 ,
TT T T

m   AZ z z z  

где элементы этих матриц – β-мерные векторы 
строки – неизвестных весовых коэффициентов 

T
iw  или известных базисных функций zi. Очевид-

но, что матрицы в (9) имеют следующие размеры 
TWA −m m  -мерная матрица неизвестных весовых 

коэффициентов; ZA − m -мерный вектор-столбец 

известных базовых функций; εA − m-мерный вектор-

столбец ошибок аппроксимации вектора А. 
Аналогичным образом может быть описана 

процедура аппроксимации для m × k-функциональ-
ной матрицы B. Пусть элементы матрицы В 
аппроксимируются с использованием одного и 
того же числа разложений (β) и одного и того же 
вида базисных функций, тогда матрицу В можно 
представить в виде произведения матриц неиз-
вестных весовых коэффициентов и известных 
базовых функций 

   ,T
ij B B BB B W Z      (10) 

где матрицы T
BW и ZB имеют следующий вид: 

элементы этих матриц – β-мерные векторы неиз-
вестных весовых коэффициентов или известных 
базисных функций. Очевидно, что матрицы в (11) 

имеют следующие размеры: T
BW  − m × mkβ-ме-

рная матрица неизвестных весовых параметров; 
ZB − mk k -мерная матрица известных базовых 

функций; B  − m × k-мерная матрица ошибок 

аппроксимации матрицы В. 

Замечание 1. Из формул (8), (11) видно, что при 
использовании метода приближения функций раз-
мерность задачи, по сравнению с размерностью за-
дачи с применением, например, аналитического ме-
тода [1], [2], увеличивается в β раз. Как показывает 
практика, применение метода приближения функ-
ций к синтезу управления многостепенными меха-
ническими объектами требует по условию удовле-
творительно малой ошибки аппроксимации (от 0.2 
до 0.05) сохранять в разложениях от 3 до 5 членов. 

3. Построение адаптивных электромеханиче-
ских систем управления двух- и трехкаскадными 
структурами на базе методов приближения 
функций и пошагового синтеза.  

3.1. Построение адаптивного управления для 
двухкаскадной структуры на основе упрощенно-
го метода приближения функций и метода поша-
гового синтеза. 

Шаг 1. Найти закон управления τ в (2).  
Уравнение (2) можно преобразовать следую-

щим образом: 

1d  τq τ e L ; 

  1= ( ) ( , ) ( )nE D C  L q q q q q G q   ; (12) 

,d τe τ τ  

где En − n-мерная единичная матрица; dτ  − вир-

туальный закон управления для системы (12).  
Будем искать виртуальный закон управления 

dτ  в виде 

 = ( ),d p d pK K K t  τ q q υ   (13) 

где ( )tυ  − некий виртуальный закон управления, 

Kp и Kd – положительно определенные диаго-

нальные матрицы пропорциональной и диффе-
ренциальной отрицательных обратных связей.  

Подставляя в уравнение (12) выражение (13), 
получим 

 0 0 1( )=A ( ) ( ) ,pt t B K t    τx x e υ L   (14) 

где  

11 12 1

21 22 2

1 2

... ... ...| | |

| | |... 0 ... ...
;

| | |

| | |

T T T
k

T T T
T k
B

T T T
m m mk

W

 
 
 

  
 
 
  

w 0 0 w 0 0 w 0 0

0 w 0 w 0 0 w 0

0 0 w 0 0 w 0 0 w



           
  

11 21 1

12 22 2

1 2

......| | |...

...| | |... ...
, (11)

| | |

| | |

T T T
m

T T TT m
B

T T T
k k mk

Z

 
 
   
 
  

0 0 00 0 0z z z
0 0 00 0 0 z z z

z z z0 0 0 0 0 0



          

  
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( ) T Tt    x q q , 0
0

A
n n

p d

E
K K

 
    

; 0
0

B n

nE
 

  
 

. 

Шаг 2. Найти закон управления ( )tυ  в (14). 

В качестве эталонной модели примем уравне-
ние вида 

 0 0( )=A ( ) ( ),d d p dt t B K tx x υ   (15) 

где ( )d tυ  – программное управление; А0 – гурви-

цева и (А0, В0) – управляемая пара. 

Выберем ( )d tυ  в виде 

  1 1( ) .d p d d d p dt K K K   υ q q q    (16) 

Построим уравнение ошибки ( ) ( )t t x x  

( )d t x  по уравнениям (14)–(16) в виде 

  0 0 1( )=A ( ) ( ) ( ) .p dt t B K t t     τx x e υ υ L   (17) 

Так как все элементы функциональных мат-
риц D, С и G ограничены, то функциональный 
вектор L1 вида (12), составленный из суммы трех 

сложных функциональных векторов, допускает 
аппроксимацию по методу приближения функций 
в виде 

 
1 11

1 ,TW L LLL Z ε   (18) 

где 
1

WL  − 
1

n n L -мерная матрица неизвестных 

весовых коэффициентов; 
1LZ  − 

1
nL -мерный век-

тор известных базовых функций; 
1

L  − число ба-

зисных функций в разложении (18); 
1Lε  − ошибка 

аппроксимации функционального вектора L1.  

Замечание 2. Предложение аппроксимировать 
сумму функциональных векторов, составляющих 
сложную векторную функцию L1 вида (12) не 

почленно, а рассматривая его в задаче аппрокси-
мации как единый функциональный вектор (18), 
составляет суть упрощения метода приближения 
функций, допустимого в задачах синтеза нели-
нейного и адаптивного управления лагранжевыми 
объектами. 

Виртуальный закон управления ( )tυ  в урав-

нении ошибки (17) представим в виде 

 
11

1 ˆ( ) ( ),T
p dt K W t  LLυ Z υ   (19) 

где 
1

ŴL  − матрица текущей оценки матрицы не-

известных весовых коэффициентов 
1

WL , для ко-

торой необходимо построить алгоритм адаптации 
(настройки). 

Тогда уравнение ошибки (17) примет следу-
ющий вид: 

  1 11
0 0( ) ( ) ,Tt A t B W   τ L LLx x e Z ε     (20) 

где 
1 1 1

ˆW W W L L L .  

Видно, что при выборе управлений в виде 
(16), (19), решения системы (14) будут сближать-
ся с решенями эталонной модели (15), если обес-
печить асимптотическую устойчивость тривиаль-
ного решения уравнения ошибки (20). 

Шаг 3. Найти закон управления u в (3). 
Чтобы найти закон управления u, построим 

эталонную модель для системы (3): 

    ,r r r r r r r d r d r dJ B K J B K    τ τ τ τ τ τ     (21) 

где rτ  – вектор состояния эталонной модели (21); 

Jr, Br, Kr – n × n-мерные матрицы, выбранные 

так, чтобы rτ  стремилось к dτ . 

Уравнения (3) и (21) можно переписать, соот-
ветственно, следующим образом: 

 ( , ) ;p p p p pA B B K R     qx x u q f q q     (22) 

 м м м м( ),dA B   τx x τ f   (23) 

где  

TT T
p    x τ τ ; м

TT T
r r   x τ τ ;  

1( )r r d r dK J B τf τ τ  ; 

1 1

0n n
p

t t t

E
A

J J B 
 

  
   

; м 1 1

0n n

r r r r

E
A

J K J B 
 

  
   

;  

1 1

0n
p

t
B

J R 
 

  
  

; м 1

0n

r r
B

J K
 

  
  

. 

Пусть = C ;p pτ x м м= Crτ x  – выходной вектор 

системы (22) и (23), тогда  мC 0p n nС Е  . Для 

системы (23) считаем пару м м( , )A В  управляемой, а 

пару м м( , )A С  − наблюдаемой. Тогда для адаптив-

ной системы с эталонной моделью желаемое управ-
ление u выберем в следующем виде [4], [12]: 

 ˆ ( , ),p d    q τu x τ h f f   (24) 
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где Θ и Ф – матрицы, удовлетворяющие услови-

ям мp pA B A    и мpB В  ; ( , )   q τ τh f f f  

K R  qq f . 

Подставив (24) в (22) получим 

м м
ˆ( ) ( ).p p d pA B B    τx x τ f h h  

Проведем процедуру аппроксимации анало-
гично тому, как это было сделано на шаге 2:  

;TW h h hh Z ε  ˆ ˆ ,TW h hh Z  

где Wh – hn n  -мерная матрица неизвестных 

весовых параметров; Zh – hn -мерный вектор 

известных базовых функций; βh   число базис-

ных функций в разложении функционального 

вектора h; ĥ  − вектор оценки (настройки) вектора 

h и ˆ TWh  − матрица оценки (настройки) матрицы 

TWh ; hε  − вектор ошибок аппроксимации вектора 

h. Пусть м м,p e x x  тогда уравнение ошибки eм 

запишем, учитывая уравнения (22), (23), в виде: 

м м м ;T
p pA B W B  h h he e Z ε  

 м м;Cτe e  (25) 

ˆ ,W W W h h h   

где пара (Ам, Bр) – управляема, а для матрицы  

Ŵh  текущей оценки (настройки) матрицы неиз-

вестных весовых коэффициентов Wh необходимо 

построить алгоритм настройки (адаптации). 

Синтез алгоритмов адаптации для 
1

ŴL и Ŵh  

рассмотрим, привлекая следующую функцию 
Ляпунова: 

1

1 11

м м м
1

( , , , )
2

1
Tr( ) Tr( ) ,

2

T T
t

T T

V W W P P

W Q W W Q W

    

    h

L h

L L h hL

x e x x e e   

   
 

где P, 
 2 2n n

tP  , 1 1
1

;
n n

Q
  

 L L
L  Q h  

n n   h h  − симметричные, положительно опре-

деленные весовые матрицы, в частности, диаго-
нальные. 

Матрицы Р, Pt могут быть найдены как реше-

ния соответствующих уравнений Ляпунова: 

 0 0 ; 0;T TA P PA Q Q Q       (26) 

 м м 1 1 1; 0,T T
t tA P P A Q Q Q       (27) 

в которых Q и Q1 − симметричные положительно 

определенные произвольные матрицы, в частно-

сти, Q1 м м
TC C . 

Вычисляя полную производную функции Ля-
пунова в силу (20) и (25) и учитывая (26) и (27), 
получим 

1

1

1 111

м

0 0 м

0

( , , , )

ˆTr ( )

T T

T T T
t p

T T

V W W Q

PB PB P B

W Q W PB

   

   

     L

L h τ τ

τ L h

L LL

x e x x e e

x e x ε e ε

Z x

    

 

 

 

 T
м

ˆTr W ( W ) .T
t pP B Q   h h h hZ e   (28) 

Если принять Bм = Вр, тогда м
T T

t pP B  τe e  (это 

следует из (22), (23) и (27)), и при выборе алго-
ритмов адаптации в виде  

  1 1 11 1

1
0

ˆ ˆ ;T TW Q PB W  L L LL L Z x    (29) 

  1ˆ ˆ+ ,TW Q W  h h h τ h hZ e   (30) 

уничтожающем выражения в квадратных скобках 
в правой части уравнения (28), получим 

 
   

1 11
1 2

ˆ

ˆ ˆTr Tr ,

T T
s

T T

V Tr W W

W W W W

       

   

L LL

h h h f f f

X X X ε 

 
 

где T T   τX x e ; 
1

;T T T
s

    hLε ε ε  1   

 

0
0 2 x

2
2 x

0

1
02 ; .

01

2

n n
T n n n

n

Q PB PB
EPB E

    
          

 

3.2. Построение адаптивного управления 
для трехкаскадной системы на основе упро-
щенного метода приближения функций и ме-
тода пошагового синтеза. 

Шаги 1 и 2. Законы управления τd, υd и υ 

имеют вид, аналогичный виду законов, выбран-
ных в (13), (16) и (19). 

Шаг 3. Найти закон управления I в (5). 
Чтобы найти закон управления I в (5), по-

строим следующую эталонную модель системы 
(5), аналогичную (21): 

    ,r r r r r r r d r d r dJ B K J B K    τ τ τ τ τ τ     (31) 

где τr – вектор состояния эталонной модели (31); 

Jr, Br, Kr – n × n-мерные матрицы, выбранные 

так, чтобы τr стремилось к τd и при этом обеспе-

чивалась асимптотическая устойчивость линей-
ной системы (31). 
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Уравнения (5) и (31) можно переписать сле-
дующим образом: 

 ;p p p p pA B B   qx x I f   (32) 

 м м м м( ),dA B   τx x τ f   (33) 

где  

1 1

0n n
p

t t t

E
A

J J B 
 

  
   

; 
1

0
.

n
p

t
B

J 
 

  
  

 

Аналогично выбору управления вида (24), 
желаемое управление Id будем выбирать в следу-

ющем виде: 

 ˆ ( , ),d p d    q τI x τ h f f   (34) 

где Θ и Ф – матрицы, удовлетворяющие услови-
ям, записанным для уравнения (24). 

Подставив (34) в (32), получим: 

м м
ˆ( ) ( ) ( ).p p d p d pA B B B      τx x τ f I I h h  

Проведем процедуру аппроксимации, анало-
гичную той, какая была проведена на шаге 2 в 
п. 3.1: 

;TW h h hh Z ε  ˆ ˆ .TW h hh Z  

Тогда по уравнениям (32), (33) можно запи-

сать уравнение ошибки м мp e x x : 

 м м м

м м

;

; ,

T
p p p

d

A B B W B

C

   

  
I h h h

τ I

e e e Z ε

e e e I I


 (35) 

где пара (Ам, pB ) – управляема, а для матрицы 

Ŵh  необходимо построить алгоритм настройки.  

Шаг 4. Найти закон управления u в (6). 
Будем искать закон управления u в следую-

щем виде: 

ˆ ˆ ˆ .d cL R K K    Iu I I q e   

Введем обозначение:  

ˆ ˆ ˆ ˆ( , , ) ,d dL R K  f I I q I I q    

тогда 

 ˆ .cK  Iu f e   (36) 

Проведем процедуру аппроксимации, анало-
гичную процедуре, проведенной на шаге 2 в 
п. 3.1 с учетом замечания 1: 

;TW f f ff Z ε  ˆ ˆ ,TW f ff Z  

где Wf – n n f -мерная матрица неизвестных ве-

совых параметров; Zf – nf -мерный вектор из-

вестных базовых функций; f̂  − вектор оценки 

вектора f и ˆ TWf  − матрица оценки матрицы TWf ; 

fε  − вектор ошибок аппроксимации вектора f. 
Тогда, подставляя (36) в (6), получаем 

 .T
cL K W   I I f f fe e Z ε   (37) 

Алгоритмы настройки для 
1

ŴL , Ŵh  и Ŵf  

найдем, рассматривая следующую функцию Ля-
пунова: 

1

111

м

T
м м

T

( , , , , , )

1

2
1

Tr( )+Tr( )
2

T T
t

T

V W W W

P P L

W Q W W Q W



     

  L

I L h f

I I

L h h hL

x e e

x x e e e e

  

 

   

 

 Tr( ) ,TW Q W  ff f   (38) 

где 1 1
1

;
n nQ   

 L L
L  ;n nQ    h hh  

n nQ    f ff  − симметричные, положительно 

определенные весовые матрицы. 

Примем Bм = Bp, тогда м
T T

t pP B  τe e  (это сле-

дует из (32), (33), (35)), матрицы Р и Pt определим 

как в (26) и (27), тогда полная производная функ-
ции Ляпунова (38), вычисленная в силу уравне-
ний (20), (35) и (37), будет 

1

1 111

м

0 0

0

м

( , , , , , )

+

ˆTr ( )

ˆTr ( )

T T
c

T T T T T

T T T

T T
t p

V W W W Q K

PB PB

W Q W PB

W P B Q W

   

    

      
    

1

L

I L h f I I

τ L τ τ τ I τ h

I f L LL

h h h h

x e e x x e e

x e x ε e e e e e ε

e ε Z x

Z e

     

 

 



 

 ˆTr ( ) .T TW Q W   f f f f IZ e  (39) 

При выборе законов настройки в виде, обну-
ляющем выражения в прямоугольных скобках: 

 
1 1 11 1

1
0

ˆ ˆ( );T TW Q PB W  L L LL L Z x    (40) 

 1ˆ ˆ( + );TW Q W  h h h τ h hZ e   (41) 

 1ˆ ˆ( ),T TW Q W   f f f I f fZ e   (42) 

получаем 
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1 11
1 2

ˆTr( )

ˆ ˆTr( ) Tr( ),

T T
s
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где 

T T T   τ IX x e e ; 
1

;T T T T
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 
     
 
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  

 
    
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Принимая законы управления в виде (13), (16), 
(34) и (36) и алгоритмы настройки в виде (40)–(42), 

при соответствующем выборе pK , dK , Kc, Jr, Br, 

Kr, P и σ(.) и проведении регуляризации интеграль-

ных алгоритмов адаптации (40)–(42), можно обес-
печить экспоненциальную диссипативность по-
строенной адаптивной системы (13), (16), (34), (36), 
(40)–(42) по всем переменным и робастность к 
ограниченным адаптивным возмущениям, чем до-
стигается цель управления (7) [13]. 

3.3. Построение адаптивного управления 
для двух- и трехкаскадной систем на базе ос-
новного метода приближения функций и по-
шагового синтеза. Кратко рассмотрим процедуры 
построения двух- и трехкаскадной адаптивных си-
стем, опираясь на основной метод приближения 
функций, для того чтобы провести их сравнитель-
ный анализ с адаптивными системами, синтезиро-
ванными в предыдущих подразделах на основе 
упрощенной модификации основного метода. 

Отличия в синтезе по основному методу 
упрощения функций от синтеза по его упрощен-
ной модификации, предлагаемой в статье, заклю-
чаются только в процедурах синтеза на первом и 
втором шагах. 

Так как все элементы матриц D, С и G огра-
ничены, то эти матрицы, опираясь на (9) и (10), 
можно представить как 

 

; ;

;

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ; ; ,

T T
D D D C C C

T

T T T
D D C C

D W Z C W Z

W

D W Z C W Z W

     

 

  

G G G

G G

G Z ε

G Z

 (43) 

где WD, WC, ZD, ZC, соответственно, 2n nD  ‐ и 

2
Cn n  ‐матрицы весовых констант и матрицы 

базисных функций; WG, ZG – соответственно, 

n n G ‐матрица и 1n G -вектор весовых кон-

стант и вектор базисных функций; βD, βC, βG – 

соответственно, числа разложений при прибли-

жении функций;  .  − ошибки приближений. 

Для синтеза адаптивных систем будем ис-
пользовать следующие соотношения переменных 
[1]−[4]: 

 ; ,d   s e e v q e    (44) 

где e = q – qd; qd – программный вектор углов вра-

щения звеньев манипулятора; Λ − диагональная 
числовая матрица с положительными коэффициен-
тами; v − вектор виртуальных задающих траекторий. 

Тогда уравнения (2) и (4) будут иметь следу-
ющий (одинаковый) вид:  

    .d dD C D D C C        s s G q e q e τ     (45) 

Используя соотношения (43) и учитывая (44), 
закон управления τ запишем в следующем виде: 

ˆ ˆˆ ˆ T
d d D DD C K W Z     τ v v G s v   

 ˆ ˆ .T T
C C dW Z W K  G Gv Z s  (46) 

Тогда (45) с учетом (46) будет иметь вид: 

ˆ ˆˆ( ) ( ) ( )

d d

d

D C K

D D C C

    

        

s s s τ τ

v v G G τ τ




 

 1,T T T
D D C C GW Z W Z W   Gv v Z ε    (47) 

где (.) (.) (.) 1 1
ˆ ; ( , , , ).T

D C dW W W     Gε ε ε s,q   

Опираясь на основной метод приближения 
функций [3], [4], алгоритмы настройки матриц 

ˆDW , ˆCW  и ŴG  примут следующий вид: 

1

1

1

ˆ ˆ( ),

ˆ ˆ( ),

ˆ ˆ( ),

T
D D D D D

T
C C C C C

T

W Q Z W

W Q Z W

W Q W







   

   

   G G G G G
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Z s

 



 

где 
2 24 4 ;D DDQ     

2 24 4 ;С ССQ     
4 4Q    G GG  − симметричные, положительно 

определенные матрицы. 
Замечание 3. Адаптивные системы управле-

ния, синтезированные на базе основного и упро-
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щенного методов приближения функций, не тре-
буют расчета матрицы-регрессора. По сравнению 
с основным методом приближения функций, 
применение упрощенного метода приводит к 
снижению размерности матриц от n2β × n до 
nβ × n, т. е. в n раз в законе управления и алго-
ритмах настройки, что позволяет в n раз снизить 
и объем вычислений. 

3.4. Результаты компьютерного моделиро-
вания. В качестве номинальных параметров ма-
нипуляционного робота (см. рис. 1) были выбраны 
следующие их средние: m1 = 50 кг; m2 = 30 кг; m3 = 

= 20 кг; m4 = 10 кг; Ix1
 = 0.1 кг·м2; I y1

 = 0.1 кг·м2;  

Iz1
 = 0.1 кг·м2; I x2

 = 0.07 кг·м2; I y2
 = 0.07 кг·м2; 

Iz2
 = 0.07 кг·м2; I x3

 = 0.05 кг·м2; I y3
 = 0.05 кг·м2;  

Iz3
 = 0.05 кг·м2; I x4

 = 0.03 кг·м2; I y4
 = 0.03 кг·м2;  

Iz4
 = 0.03 кг·м2; l1 = 0.4 м; l2 = 1.5 м; l3 = 1.2 м;  

l4 = 0.6 м; r1 = 0.2 м; r2 = 0.7 м; r3 = 0.6 м; r4 = 0.3 м;  

g = 9.8 м/с2; Lяi  = 0.025 Гн; Rяi = 1 Ом; Kмi
 =  

= 10 Н·м/А; Kbi  = 5 Н·м·с/рад; Ji = 0.02 кг·м2; 

Kci
 = 100 Н·м/рад; Kei

 = 1 В·рад/с; 1,4i = . Были 

приняты также следующие числовые значения, 
отвечающие заданным требованиям к показателям 
динамической и статической точности и быстро-
действию переходных процессов: полином Ле-

жандра; β = 5; 310 diag(10, 6,12,1.2);dK =  Kp = 
310 diag(400, 270, 740,100);=  418 ;cK E=  P = 

80.1 ;E=  1
40.1 ;Q E−
β=h  410 diag(1,1,1, 0.1);rJ −=  

diag(2, 2, 6, 2);rB =  310 diag(1,2,2.5,2.5);rK =  

0 10;ω = π  
1

1
40.1 ;Q E−
β=L  1

40.1 ;Q E−
β=f  1

,D CQ− =  

240.1 ;E β=  1
40.1 ;Q E−
β=G  1 22;λ =  2 3λ = λ =  

4 16.= λ =  
На рис. 2–4 приведены результаты компьютер-

ного исследования динамического поведения четы-
рех электромеханических адаптивных систем, по-
строенных либо на основе упрощенного метода 

   

 Рис. 2 
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приближения функций, синтезированных без учета 
электродинамической динамики (кривые 2, 4) или с 
ее учетом (кривые 5, 8), либо на базе основного ме-
тода приближения функций, синтезированных без 
учета электродинамической динамики (кривые 1, 3) 
или с ее учетом (кривые 6, 7) в режимах:  

а) подача на вход системы единичного сту-
пенчатого задающего воздействия (рис. 2); 

б) воспроизведение движения схвата робота 
по окружности (рис. 3); 

в) воспроизведение прямоугольного движения 
схвата робота (рис. 4): 

На рис. 2−4 показано влияние электромагнит-
ной динамики исполнительных электроприводов 

на качество переходных процессов и точность 
воспроизведения программных траекторий, трак-
туемой как сингулярное возмущение либо учиты-
ваемой в синтезе адаптивных электромеханиче-
ских следящих систем. Видно, что качество рабо-
ты адаптивных систем, разработанных с учетом 
электромагнитной динамики приводов в синтезе 
законов управления и алгоритмов адаптации, 
выше, чем качество адаптивных систем, разрабо-
танных без ее учета, а время переходных процес-
сов во всех разработанных адаптивных системах 
не превышает 0.2 с. 

Заключение. По полученным в статье резуль-
татам можно сделать следующие выводы: 

 

x, м 
а 

– 2. S.FAT Non L (L = 0.001) – 3. B. FAT Non L (L = 0.01) 
– 6. B.FAT With L (L = 1) 

– 7. B.FAT With L (L = 0.001) 

– 1. B.FAT Non L (L = 0.001) 
– 4. S.FAT Non L (L = 0.01) 

– 8. S.FAT With L (L = 0.001) 
– 5. S.FAT With L (L = 1) 
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1. Разработаны системы управления много-
звенными манипуляционными роботами с упру-
гими свойствами как нелинейными взаимосвя-
занными неопределенными объектами, построен-
ными на основе упрощенного и основного мето-
дов приближения функций, специализированных 
для класса лагранжевых объектов. Адаптивные 
системы, построенные на базе упрощенного ме-
тода приближения функций, позволяют обеспе-
чить показатели точности и быстродействия дви-
жения робота, сравнимые с показателями адап-
тивных систем, синтезированных основным ме-
тодом приближения функций, но при меньших 
затратах вычислительных ресурсов. 

2. Разработаны методики пошагового синтеза 
адаптивных систем управления многозвенными 
манипуляционными роботами с упругими свой-
ствами, математические модели которых пред-
ставлены в виде трех- или двухкаскадной струк-
туры в зависимости от учета электромагнитной 
динамики исполнительных электроприводов в 
синтезе или пренебрежения ею как сингулярным 
возмущением. На базе полученных методик раз-
работаны двух- и трехкаскадные адаптивные 

электромеханические системы управления и про-
веден сравнительный анализ их эффективности в 
достижении свойств динамической точности и 
быстродействия. 

3. Приведены результаты компьютерных ис-
следований эффективности подавления упругих 
свойств в условиях влияния электромагнитной 
динамики на качественные показатели переход-
ных процессов и траекторного движения элек-
тромагнитной динамики электроприводов либо 
трактуемой как сингулярное возмущение, либо 
учитывая ее в синтезе с основным и упрощенным 
методами приближения функций. Отмечено, что 
качество адаптивных систем, разработанных с 
учетом электромагнитной динамики приводов в 
синтезе законов управления и алгоритмов адап-
тации, выше, чем качество адаптивных систем, 
разработанных без ее учета. 

4. Полученные результаты позволяют проек-
тировщику адаптивных систем управления упру-
гих многозвенных механических объектов ис-
пользовать их как методику обоснования оценки 
степени малости параметров электромагнитных 
процессов как «паразитной динамики». 
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ADAPTIVE CONTROL ELECTROMECHANICAL SYSTEMS  
FOR MULTIBODY FLEXIBLE JOINT ROBOTIC MANIPULATORS  

In this article, adaptive control electromechanical systems for flexible joint multibody robotic manipulators as nonlinear intercon-
nected indefinite plants are designed and investigated. Adaptive control electromechanical systems for multibody robotic manipu-
lators are synthesized based on the basic approximating function technique. Within the framework of the basic technique and its 
simplified modification proposed in the article, which is specialized for the Lagrange multibody dynamics. Methods of step-by-step 
synthesis of adaptive control systems for multibody flexible joint robotic manipulators are developed in the case of its mathemati-
cal models are represented by three- or two-stage cascade structures depending on whether or not the electromagnetic dynamics 
of executive electric-drives is taken into account. Based on the developed methods, two- and three-stage adaptive control electro-
mechanical systems for a 4 DOF (degrees of freedom) flexible joint robotic manipulator are developed and a comparative analysis 
of their effectiveness in achieving the properties of dynamic accuracy and speed is carried out as well. The results of computer 
studies of the effectiveness of either suppressing elastic properties and the influence of electromagnetic dynamics on the qualitative 
indicators of transient processes and trajectory motion, interpreted as a singular perturbation, or considering it in synthesis meth-
ods using direct and simplified methods, are presented. In this article, the advantages of adaptive systems built based on the sim-
plified function approximation technique, allowing providing indicators of accuracy and speed of movement of the robot, compa-
rable with indicators of adaptive systems synthesized by the basic technique, with less computational resources, in computer mod-
eling in the Matlab-Simulink environment, are shown. Comparative computer detailed studies were carried out based on the calcu-
lation model of a 4 DOF robotic manipulator of the Igus’s company. 

adaptive control electromechanical system, 4 degrees of freedom robotic manipulator, executive electric-drive,  
basic function approximation technique, simplified function approximation technique, electromagnetic dynamic,  
singular perturbation, cascade structure, backstepping 


