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Аннотация. Исследуется проблема адаптивного и робастного управления сложными электромеханиче-
скими подвижными объектами (СЭМПО) в условиях параметрической неопределенности, неопределен-
ной матрицы входа, ограничений на управляющие воздействия и неизвестных внешних возмущений. 
Строится нелинейная математическая модель СЭМПО в форме уравнений Лагранжа–Эйлера, учитыва-
ющая внешние возмущения и ограничения на управляющие воздействия. Разработана новая адаптив-
ная робастная система управления СЭМПО, обеспечивающая высокую работоспособность даже при од-
новременном действии параметрической неопределенности, неопределенной матрицы входа, ограни-
чений на управляющие воздействия и неизвестных внешних возмущений. Синтезируется наблюдатель 
возмущения, выполненный на основе метода инвариантного погружения, точность оценивания которо-
го определяется выбором параметров и границей второй производной вектора суммарного возмуще-
ния. Закон адаптивной робастной настройки с σ-модификацией, разработанный при условии инвари-
антного погружения, обеспечивает не только гибкое формирование динамики ошибок оценивания в 
сложных нелинейных системах при параметрических неопределенностях, но и сходимость оценок не-
известных параметров к их истинным значениям. Введена вспомогательная динамическая подсистема, 
предназначенная исключительно для компенсации эффекта насыщения входного сигнала при сохране-
нии неизменной точности работы системы управления. Анализ устойчивости показывает ограничен-
ность и экспоненциальную сходимость всех сигналов замкнутой системы к наибольшему инвариантно-
му множеству. Результаты имитационных экспериментов подтверждают работоспособность и эффек-
тивность предложенного адаптивного робастного алгоритма управления. 
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Abstract. This paper investigates the problem of adaptive and robust control for complex electromechanical 
moving objects (CEMMO) under conditions of parametric uncertainty, uncertain input matrix, control input con-
straints, and unknown external disturbances. A nonlinear mathematical model of CEMO is developed in the 
form of Lagrange-Euler equations, accounting for external disturbances and control input constraints. A novel 
adaptive robust control system for CEMMO is developed, which ensures high performance even under the sim-
ultaneous action of parametric uncertainty, uncertain input matrix, input control constraints, and unknown 
external disturbances. A disturbance observer is synthesized based on the invariant immersion method, whose 
estimation accuracy is determined by parameter selection and the bound of the second derivative of the total 
disturbance vector. The developed adaptive robust tuning law with σ-modification, designed under invariant 
immersion conditions, ensures not only flexible formation of estimation error dynamics in complex nonlinear 
systems under parametric uncertainties, but also convergence of unknown parameter estimates to their true 
values. An auxiliary dynamic subsystem is introduced specifically to compensate for input signal saturation ef-
fects while maintaining unchanged control system accuracy. Stability analysis demonstrates boundedness and 
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Введение. В прикладных задачах управления 
особый интерес представляет разработка эффек-
тивных систем управления сложными электроме-
ханическими подвижными объектами (СЭМПО), 
так как присущие этим системам существенные 
нелинейности, перекрестные связи, неопределен-
ности параметров и внешние возмущения спо-
собны ухудшить точность слежения и даже нару-
шить устойчивость [1]–[4]. В области управления 
движением СЭМПО нашли применение различ-
ные стратегии проектирования регуляторов: от 
классического ПИД-регулирования [5] и LQR-
оптимизации [6] до современных подходов 
управления с прогнозирующими моделями [7], 
управления в скользящих режимах [8], [9] и мето-
да обхода интегратора (backstepping) [10], [11]. 
При наличии параметрических неопределенно-
стей особую перспективу представляют гибрид-

ные схемы, объединяющие эти методы с адаптив-
ными механизмами параметрической настройки 
[12]–[15]. Упомянутые методы адаптивного управ-
ления используют традиционные адаптивные меха-
низмы, известные как интегральная адаптация. 

В последние годы появление схем управления, 
основанных на методе инвариантного погружения 
[16], [17] с пропорционально-интегральными зако-
нами настройки параметров (также называемых 
нелинейной пропорционально-интегральное адап-
тацией) представляют новое перспективное на-
правление, обеспечивающее как гибкость синте-
за, так и более высокое качество управления от-
носительно классических подходов [18]–[22]. Ме-
тод инвариантного погружения реализует прин-
цип погружения исходной динамической системы 
в целевую динамику с заданными свойствами. 
Основная идея заключается в обеспечении 
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асимптотической сходимости всех траекторий 
системы к заданному инвариантному многообра-
зию. В отличие от традиционных подходов, дан-
ный метод устраняет необходимость явного по-
строения функций Ляпунова и жестких ограни-
чений на структуру системы, включая условие 
линейной параметризации. Процедура синтеза 
управления методом инвариантного погружения 
состоит из двух этапов:  

1) конструирование целевого инвариантного 
многообразия с желаемой динамикой; 

2) разработка адаптивного закона управления, 
гарантирующего притяжение к этому многообра-
зию. 

Эффект насыщения управляющих сигналов 
представляет существенную проблему при разра-
ботке регуляторов для практических систем 
управления СЭМПО, поскольку может вызывать 
значительное ухудшение динамических характе-
ристик и даже потерю устойчивости замкнутой 
системы. Для решения этой проблемы в литера-
туре большое внимание уделяется предиктивному 
управлению с учетом входных ограничений [23], 
положительной µ-модификации [24], вспомога-
тельным подсистемам, рассматриваемым в каче-
стве компенсаторов эффекта насыщения [25], а 
также применению методов функций Ляпунова 
[26] или Нуссбаума [27]. Среди перечисленных 
подходов наиболее эффективны и широко приме-
няются методы, использующие либо вспомога-
тельные динамические подсистемы, либо функ-
ции Ляпунова и Нуссбаума. 

Особое значение при проектировании адап-
тивных регуляторов приобретает компенсация 
неизвестных внешних возмущений, которые не 
только ухудшают качество управления и устойчи-
вость системы, но и вызывают дрейф параметров 
или неограниченное нарастание настраиваемых 
параметров, потенциально приводящее к отказу 
от работы системы управления. Введение отрица-
тельных обратных связей в закон адаптации па-
раметров (известное как σ-модификация [28]) 
позволяет ограничить все сигналы в замкнутой 
системе. Однако для компенсации внешних воз-
мущений требуется дополнительное введение 
робастных компонентов со скользящим режимом 
в управляющий сигнал, применение расширен-
ных наблюдателей состояния или использование 
специализированных наблюдателей возмущений. 
Поскольку параметры внешнего возмущения не-
известны, требуется также ввести механизм адап-
тации усиления робастной составляющей в 
скользящем режиме, обеспечивающий его пре-
вышение над предельным значением неизвестно-

го внешнего возмущения [29]. Хотя этот подход 
довольно прост, он может стать неэффективным 
при ограничении управляющих сигналов. Поэто-
му использование наблюдателей возмущений 
остается предпочтительным выбором. Наблюда-
тель расширенного состояния [30], [31] позволяет 
оценивать неизвестные внешние возмущения, 
однако его синтез довольно сложен и менее эф-
фективен по сравнению с наблюдателем внешне-
го возмущения в условиях параметрической не-
определенности и насыщения входных сигналов. 
Наиболее распространенный нелинейный наблю-
датель возмущения – это наблюдатель возмуще-
ния первого порядка [32], который оценивает толь-
ко внешние возмущения при условии ограниченно-
сти его первой производной по времени. Кроме то-
го, можно использовать наблюдатели возмущения 
более высокого порядка [33], которые, помимо 
оценки самого внешнего возмущения, также оцени-
вают его производные при условии их ограничен-
ности. С точки зрения точности, наблюдатели выс-
шего порядка обеспечивают более точную оценку 
внешних возмущений по сравнению с наблюдате-
лями первого порядка. Однако их синтез более сло-
жен и требует повышенных вычислительных ре-
сурсов микроконтроллера/микропроцессора. По-
этому для точного управления движением СЭМПО 
достаточно использования наблюдателя возмуще-
ния второго порядка. 

Настоящая статья направлена на разработку 
нового алгоритма адаптивного робастного управ-
ления трикоптерной платформой с поворотными 
винтами (рассматриваемой в качестве иллюстра-
тивного примера СЭМПО), обеспечивающего 
существенное улучшение динамических характе-
ристик, повышенную точность позиционирова-
ния и ориентации, а также устойчивое функцио-
нирование при вариациях параметров системы, 
неполной информации о матрице управления, 
наличии насыщения управляющих сигналов и 
воздействии неучтенных (неизвестных) внешних 
возмущений. В рамках исследования представлен 
адаптивный робастный алгоритм настройки, со-
четающий методы инвариантного погружения и 
аппроксимации функций. Для компенсации огра-
ничений, вызванных насыщением управляющих 
сигналов, предложена вспомогательная динами-
ческая подсистема. Разработан наблюдатель воз-
мущения второго порядка на основе метода инвари-
антного погружения, с помощью которого компен-
сируется влияние внешних возмущений и ошибок 
аппроксимации неопределенных функций в матема-
тической модели. Анализ устойчивости замкнутой 
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системы выполняется на основе теоретических по-
ложений метода функций Ляпунова. 

Построение математической модели 
СЭМПО. Динамика пространственного движе-
ния объекта управления, характеризуемого ше-
стью степенями свободы, формулируется посред-
ством векторно-матричного представления сле-
дующим образом [34], [35]:  

   ,  M q q С q q q G    

      .d p t  B q Hu F q F  (1) 

Здесь 
тт т 6   q ξ η  – вектор обобщенных 

координат,  тx y zξ  – вектор координат цен-

тра масс в инерциальной системе,  т   η  – 
углы Эйлера (крен, тангаж и рыскание), 

 , 2, 2     и  , ,    n  – веще-
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т ,a eb ebJ P JP  где ebP  – матрица кинематическо-
го преобразования, характеризующая связь между 
угловыми скоростями в инерциальной и связан-
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– матрица входа (матрица управления), где lb – 
расстояние от заднего несущего винта до центра 
масс трикоптера в направлении XB, lf  и ls – рас-
стояния от передних винтов до центра масс три-
коптера в направлениях XB и YB соответственно, 
kf  и kτ – аэродинамические коэффициенты сил 
тяги и крутящего момента;  
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– вектор входных воздействий, где ωi – скорость 
вращения i-го винта, αi – угол наклона i-го винта 

(i = 1, 2, 3);   6
d F q  – вектор обобщенных 

сил и моментов сопротивления атмосферы, зави-
сящий от коэффициентов сопротивления атмо-

сферы , , , , ,x y zd d d d d d   ;   6
p t F  – век-

тор обобщенных внешних возмущений. 
В случае ограничения управляющих воздей-

ствий по амплитуде   ,i Мu u  накладываемого 

максимальными значениями скорости вращения и 
угла наклона винтов, исходная система уравнений 
(1) может быть преобразована к виду 
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1,6 .

i M i M
i i i

i i M

u u
u

u

i

         



  

Проектирование адаптивной робастной си-
стемы управления СЭМПО. Проектирование 
системы управления трикоптером включает три 
этапа: предварительную обработку математиче-
ской модели объекта, синтез адаптивного робаст-
ного закона управления и разработку наблюдате-
ля возмущения. На первом этапе выполняется 
подготовка модели для последующего синтеза. 
Затем разрабатывается алгоритм управления с 
адаптивным законом настройки неизвестных па-
раметров объекта и матрицы управления при 
наличии эффекта насыщения управляющих сиг-
налов. Завершающий этап обеспечивает компен-
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сацию неизвестных внешних возмущений с по-
мощью наблюдателя возмущения. 

А. Предварительная обработка математиче-
ской модели объекта. Выполним преобразование 
уравнения (2) к представленной ниже форме [36]: 

     ,k k k              M q M q С q q С q G G    

         0 ,k d p t   B q H H u τ F q F  (3) 

где      , , ,k kM q С q q  Gk – матрицы с известны-

ми функциональными элементами; Hk, 0 H  

 k H H  – известная и неизвестная части 

входной матрицы управления соответственно (Hk – 
невырожденная матрица); ΔM, ΔC, ΔG – неопреде-
ленные части матриц   ,M q   , , . С q q G  

Для упрощения записи введем новое обозна-
чение неопределенной составляющей в матема-
тическом описании  

       


1
0, , ,

.
k d
   

     

F q q q u M F q B q H u τ

Mq Сq G

  

 
 

Используя конечное разложение в ряд Фурье 
[36], [37], получаем следующее параметрическое 
представление функции  , , , :F q q q u   

 т ,  F W z ε  (4) 

где 6NW  – матрица неизвестных весовых 

коэффициентов; Nz  – вектор известных 
функций, содержащий первые N членов ряда 

Фурье; 6ε  – вектор ошибки аппроксимации. 
В целях упрощения синтеза алгоритмов 

управления преобразуем математическое описа-
ние произведения Wтz к виду 

 т

1

N
k k

k
t z


 W z W  

    6 0 0
1

,
N

k k
k

z t


  E W z W  (5) 

где 6
k W  – k-й столбец матрицы Wт; 

kz   – k-й элемент вектора z,  1, ;k N  

    6 6
0 1 6 2 6 6... N

Nt z z z  z E E E  – ре-

грессионная матрица, содержащая известные 

элементы; 
тт т т 6

0 1 2 ... N
N   W W W W  – 

вектор, содержащий постоянные неизвестные 
элементы. 

Поскольку вектор ε(t) представляет собой 
вектор-функцию времени, его можно разложить 
на две компоненты: 

    0 1 ,t t ε ε ε  (6) 

где ε0 – стационарная (постоянная) составляющая; 
ε1(t) – динамическая (переменная) составляющая.  

Во многих случаях можно рассматривать ε1(t) 
как постоянную составляющую, учитывая его 
медленное изменение во времени. Однако в дан-
ной статье, с целью повышения точности управ-
ления, не будем упрощать его до постоянной со-
ставляющей. 

Пусть 1
0 ;k k

g M BH   1
1 ;k k k

  τ M С q G  

     6 6 1
0 6

Nt t     χ z E  – матрицы, со-

держащие измеримые переменные системы; 
 т 6 1т т

0 0
N   W ε  – вектор неизвестных 

постоянных параметров;      1
1k pt t t d M F ε  – 

вектор суммарного возмущения. С учетом соот-
ношений (4)–(6) система (3) может быть пред-
ставлена в виде 

    0 1 .t   q g u τ τ χ d   (7) 

Предположим, что суммарное возмущение 
 p tF  и его производные по времени   ,p tF  

 p tF  ограничены. Данное допущение соответ-

ствует характеру реальных внешних возмущений, 
встречающихся в практических задачах. Тогда 

имеем   ,
j

jj
d t

dt
 

d
 где 0j   – положитель-

ные числа, 0,2.j   
Б. Синтез адаптивного робастного управ-

ления. Введем следующие переменные: 

 1 ;

2 1 1 1,
d 


 

e q q

e e K e
 (8) 

где qd – вектор желаемых движений трикоптера; e1 – 

вектор ошибок слежения; т 6 6
1 1

 K K  – сим-
метричная положительно определенная матрица. 

Пусть  tδ  – переменная, характеризующая 
дефицит управления вследствие эффекта насы-
щения, описывается следующим образом: 

      .t t t δ u τ  (9) 
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Учитывая выражения (7)–(9), получим систему 

 
 

1 1 1 2

2 0 0 0

;
,t

  


    

e K e e
e g τ τ χ g δ d


 

 (10) 

где 0 1 1 1 .d  τ τ K e q   
Для компенсации эффекта насыщения управ-

ляющих сигналов вводится дополнительная дина-

мическая система с вектором переменных 6,ζ  
описываемая следующим выражением: 

 0 ,  ζζ K ζ g δ  (11) 

где т 6 6 ζ ζK K  – квадратная матрица с веще-

ственными элементами, обладающая свойствами 
симметрии и положительной определенности. 

Введем новую вспомогательную переменную 

2 .  e e ζ  Анализ уравнений (10) и (11) позво-
ляет описать динамику переменной eδ следую-
щим дифференциальным уравнением: 

  0 0 .t    ζe g τ τ K ζ χ d+   (12) 

Процедура синтеза управления упрощается при 
использовании уравнения (12) вместо (10), так как 
(12) учитывает только расчетные управляющие сиг-
налы регулятора τ(t), исключая зависимость от де-
фицита управления  .tδ  

Пусть 6
1ˆ d  – оценка вектора суммарного 

возмущения  ;td  1 1ˆ d d d  – вектор ошибок 
оценивания суммарного возмущения. Основыва-
ясь на теории инвариантного погружения [16], 
[17], определим вектор ошибок оценивания неиз-
вестных параметров следующим образом: 

  ˆ , ,t   β e    (13) 

где  6 1ˆ N  – оценка вектора ϑ;  , t β e  

 6 1N  – векторная функция, подлежащая 
определению на основе условия погружения и 
инвариантности. 

Предлагаемый закон адаптивного робастного 
управления имеет вид 

  1
0 0 1 1 2ˆ ˆ ,

       ζτ g τ K ζ χ β d e K e  (14) 

а предлагаемый алгоритм адаптивной робастной 
настройки параметров (нелинейная ПИ-адапта-
ция с σ-модификацией) при условии инвариантного 
погружения записывается следующим образом: 

  
 

0 0 1

т

ˆ

ˆ ˆ

ˆ ;

,

t 



       
         

  




ζ

β β
e

g τ τ K ζ χ β d

Γ β

β Γχ e







 (15) 

где т 6 6
2 2

 K K и    6 1 6 1N N  Γ  – сим-
метричные положительно определенные матри-

цы; т ;t   β Γχ e  т ;  β e Γχ  0   − малое 
положительное число. 

Учитывая (14), преобразуем уравнения дина-
мики eδ (12) и алгоритма адаптации (15) к следу-
ющему компактному виду: 

 1 2 1;    e e K e χ d+    (16) 

   
   т т

1 2
т

ˆ ˆ ;

.

 



       

 

Γχ e Γχ e K e Γ β

β Γχ e

  
 (17) 

Используя выражения (13), (16) и (17), можно 
вывести следующее дифференциальное уравнение: 

  т т
1ˆ .     Γχ χ Γ β Γχ d      (18) 

Для проведения анализа алгоритма адаптации 
(17) предлагается использовать функцию Ляпу-
нова вида 

 т 1
1

1 .
2

V  Γ    (19) 

Комбинируя (18) и (19), получаем следующее 
выражение: 

т 1 т т
1V   Γ χ χ          

  т т т
1ˆ .  β χ d      (20) 

Рассмотрим математические соотношения, 
полученные с помощью неравенства Юнга: 

 
   2 2т

2 2т т
1 1

1ˆ ;
2

1 1 .
2 2

    

  


β

χ d χ d

 

  

   

 
 (21) 

Из комбинации уравнения (20) и системы (21) 
следует соотношение 

2 2 22
1 1

1 1
2 2 2 2

V        
 

χ d      

 
2 22

1 11
max

1 1 ,
2 2 2

V


      
 

χ d
Γ

    (22) 



Известия СПбГЭТУ «ЛЭТИ». 2025. Т. 18, № 9. С. 101–117 
LETI Transactions on Electrical Engineering & Computer Science. 2025. Vol. 18, no. 9. P. 101–117 

107 

где  max . 0   – максимальное собственное зна-
чение положительно определенной матрицы. 

Из анализа выражений (19) и (22) следует, что 
χ  и   остаются ограниченными и достигают 
инвариантного множества с компактной грани-

цей, связанной с Г, σ и 1d  таким образом, что 

увеличение Г и уменьшение σ и 1d  приводят к 
сокращению границы этого инвариантного мно-

жества и ускоренной сходимости χ  и   к нуле-
вой окрестности. Важно отметить, что ключевым 
условием практической реализации закона адаптив-
ного робастного управления (14) с алгоритмом 
адаптации (15) служит разработка наблюдателя, 
обеспечивающего оценку суммарного возмущения. 

В. Синтез наблюдателя возмущения. Проек-
тируем наблюдатель возмущения на основе метода 

инвариантного погружения. Пусть  1 1 1ˆ d p + β q  

и  2 2 2ˆ d p + β q  – оценки вектора суммарного 

возмущения  td  и его производной по времени 

 td  соответственно, где 6
1 1 2 2, , , p β p β  – 

переменные наблюдателя возмущения; 1  d d  

 1 1 1ˆ  d d p + β  и  2 2 2 2ˆ   d d d d p + β    – 

векторы ошибок оценивания суммарного возмуще-
ния и его производной по времени соответственно.  

Дифференцируя 1d  и 2d  по времени с учетом 
выражения (7), получаем 

 
 

 

1
1 1 1

1
0 1

2
2 2 2

2
0 1

;

.

       
 
    
       
 


    

βd d p q d p
q

β g u τ χ d
q

βd d p q d p
q

β g u τ χ d
q

    




    








 (23) 

Выбираем переменные наблюдателя возму-
щения как 

 

 

1
1 0 1 1 2

2
2 0 1 1

1 2
1 2

ˆ ˆ ˆ ;

ˆ ˆ ;

; .

           
          
 

 
 

βp g u τ χ β d d
q
βp g u τ χ β d
q

β βL L
q q







 



  

Тогда предлагаемый в статье наблюдатель воз-
мущения второго порядка имеет следующий вид: 

 

 

  
 

  

1 1 1 1 1

1 1 0 1 1 2

2 2 2 2 2

2 2 0 1 1

ˆ ;

ˆ ˆ ˆ ;

ˆ ;

ˆ ˆ .

   

       


  


     

d p + β q p L q

p L g u τ χ β d d

d p + β q p L q

p L g u τ χ β d





 



 



 (24) 

где 6 6
1 2, L L  – диагональные положительно 

определенные матрицы. 
Совокупность систем уравнений (23) и (24) 

позволяет вывести новую систему вида 

 1 1 1 2 1

2 2 1 2

;

.

    

    

d L d d L χ

d L d d L χ

   
   




 (25) 

Рассмотрим переменную 
vт т 12

1 2 ,d    e d d   
представляющую собой ошибку оценивания сум-
марного возмущения и его производной по вре-
мени. Исходя из системы (25), динамические 
свойства переменной ed описываются следующей 
математической моделью: 

 ,d d d d d  e A e B χ D d    (26) 

где 1 6 12 12

2 6 6
;d





 
   

L E
A

L O
 1

2
d

 
  
 

L
B

L
 

12 6;  6 6 12 6

6
.d

  
  
 

O
D

E
 

Исследуем наблюдатель возмущений, исполь-
зуя квадратичную функцию Ляпунова вида 

 т
2 ,d d dV  e P e  (27) 

где т 12 12
d d

 P P  – симметричная положи-
тельно определенная матрица. 

Дифференцируя функцию (27) с учетом соот-
ношения (26), получаем следующее выражение: 

 т т т т
2 d d d d d d d d d d d dV     e P e e P e e A P P A e    

  т2 .d d d d e P B χ D d   (28) 

Пусть т ,d d d d d  A P P A Q  где т
d d Q Q  

12 12  – симметричная положительно опреде-
ленная матрица. Для любой произвольной матри-
цы 0d Q  это уравнение имеет единственное 
решение 0d P  тогда и только тогда, когда мат-
рица Ad – гурвицевой, т. е. все ее собственные 
значения расположены в левой полуплоскости 
комплексной плоскости.  
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Тогда из (28) получаем 

 
   

 

т т
2

2
min max

F F

2

2

,

d d d d d d d

d d d d

d d

V     

    

 

e Q e e P B χ D d

Q e e P

B χ D d

 

 





 

 2 min d dV   Q e  

 
   max

2F F
min

2
,d

d d d
d

 
     

P
e B χ D

Q
 (29) 

где  min . 0   – минимальное собственное число 

определенно положительной матрицы; F.  – 

норма Фробениуса. 
Из (29) следует, что 2 0V   вне множества 

 
   max

2F F
min

2
: ,d

d d d d
d

      

P
e e B χ D

Q
  

т. е. переменная de  ограничена и сходится к 
этому инвариантному множеству, поскольку пе-
ременная χ   ограничена (как показано в п. А). 
Нетрудно увидеть, что граница этого множества 
определяется переменной ,χ   верхней границы 
второй производной суммарного возмущения 

2 d  и соотношения    max min2 .d d P Q  
Согласно анализу предыдущего пункта, величина 
χ   может быть уменьшена путем увеличения Г 

и уменьшения σ. Как следует из уравнения Ля-

пунова т ,d d d d d  A P P A Q  соотношение 

   max min2 d d P Q  функционально зависит от 
собственных значений матрицы Ad: чем дальше 
собственные значения матрицы Ad расположены от 
мнимой оси в левой полуплоскости, тем меньше 
становится отношение    max min2 .d d P Q  
Этого можно достичь путем выбора матриц 

1 0L  и 2 0L  так, чтобы Ad была матрицей 
Гурвица. Также важно отметить, что при 

0χ   и   0t d  переменная de  стремится 
к нулю экспоненциально. 

Анализ устойчивости замкнутой системы. 
Анализ устойчивости предложенной адаптивной 
робастной системы управления с наблюдателем 
возмущения выполнен с использованием метода 
функций Ляпунова, включая построение соответ-
ствующего положительно определенного функци-
онала и исследование его производной по времени. 

Рассмотрим кандидата на функцию Ляпунова 
следующего вида: 

 т т т
1 1 1 2

1 1 1 .
2 2 2

V V V     e e e e ζ ζ  (30) 

Дифференцируя функцию (30) по времени с 
учетом соотношений (10), (11), (16), (19), (20), 
(27) и (28), получаем следующие последователь-
ные выражения: 

   
   

 

т т т
1 1 1 2

т т
1 1 1 2 1 2 1

т т т т
0

т т т т
1

ˆ

2 ,d d d d d d d

V V V 

 

     

       

       

   

ζ

e e e e ζ ζ

e K e e e e K e χ d

ζ K ζ g δ χ χ β

χ d e Q e e P B χ D d

+

   
 

  

  



   

 

 

   

т т т т т
1 1 1 2

т т т т т т
1 2 1 1 0

т т т т
1ˆ 2 .

d d d

d d d d

V  

  

    

      

    

ζe K e e K e ζ K ζ χ χ

e Q e e e e e e χ e d ζ g δ

β χ d e P B χ D d

 

 

   

 



   

 

(31)

 

Применяя неравенство Юнга в стандартной 
форме  

2 2
,

2 2
a bab 

 


 

где ,a b  – произвольные вещественные числа; 
0   – произвольное положительное число, не-

трудно получить следующую систему неравенств: 

  

 

2 2т т т 1
1 2 1 1 1

1
22т 2

1 1
2

2 22

2
22т 3

3
2 2т 4

4
22т 5

0 0
5

2 2т т 6
1 1

6
2 26

6

т

1 ;
2 2

1
2 2

1 ;
2 2

1 ;
2 2

1ˆ 1 ;
2 2

1 ;
2 2

1
2 2

1 ;
2 2

2

d

d

d d d



 



 


   




  



 




  


     
  


 




  




 



e e e e ζ e ζ e

e d e d

e e

e χ e χ

β

ζ g δ ζ g δ

χ d χ d

χ e

e P D d

 

 

 

  





 

   

 



2 2 2
7 2

7
22 2т

8
8

1 ;

12 ,

d d dF

d d d d d dF




























    


  


P D e

e P B χ P B e χ  

 

(32)
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где 0k   – положительные числа, 1,8k  . 
Используя комбинацию выражений (31) и 

(32), выводим следующее неравенство:  

 

 

 

 

21
min 1 1

22 3
min 2

225 4
min

1
2

3 6 8

26
min 7 F

2

2

2
1 1

2 2 2

1 1 11
2 2

1
2 2d d d

V



       
        

               
         

 
      

ζ

K e

K e

K ζ

χ

Q P D











 

 2 2
8 F ,d d d

   P B e  (33) 

где Δ > 0 – положительная константа, удовлетво-
ряющее условию  

2 2 2
0 2

4 5 7

1 1 .
2 2
         

g δ  

Параметры регулятора должны удовлетворять 
следующим условиям:  

 

 

 

 

 

1
min 1

2 3
min 2

5
min

1

4

3 6 8

6
min

2
2 2

7 8 F

0;
2

0;
2

1 0;
2 2

1 1 11 0; 1 0;
2 2 2

1
2 2

0.

d

d d d dF

  


    
    
 


         


    
    

ζ

K

K

K

Q

P D P B

 (34) 

Введем параметр α > 0, численное значение 
которого определяется выполнением следующего 
условия: 

   

   
 

 

 

min 1 1 min 2 2 3

4
min 5 11 max 1

26
min 7 F

2
2

8 maxF

2 ; 2 ;

212 ; ;
min

1
2 2

.

d d d

d d d



        
 
 
   
    
     
         
 

    

ζ

K K

K
Γ

Q P D

P B P

 

Таким образом, получаем эквивалентное не-
равенству (33) дифференциальное неравенство 
следующего вида: 

.V V    
Полученное неравенство имеет решение вида 

    0 0 .tV t V e        
 (35) 

Как следствие, сигналы e1, 2 ,  e e ζ  ζ,   

χ   и ed остаются ограниченными, из чего выте-
кает ограниченность e2. Таким образом, все тра-
ектории системы остаются ограниченными и экс-
поненциально стремятся к инвариантному мно-
жеству [38]. Как следует из проведенного анали-
за, соответствующая регулировка параметров 
предложенной схемы управления с наблюдателем 
возмущений при выполнении условия (34) приво-
дит к существенному сокращению размеров дан-
ного множества. 

Совместный анализ выражений (30) и (35) 
позволяет получить соотношение вида 

  1
22 0 .tV e       

e  (36) 

Из (36) видно, что ошибка слежения 1e  огра-
ничена размерами инвариантного множества. По-
средством корректного выбора параметров предло-
женного алгоритма управления достигается задан-
ная (высокая) точность слежения, при этом устра-
няется влияние неизвестности параметров объекта, 
неполноты информации о матрице управления, ам-
плитудных ограничений управляющих сигналов и 
внешних возмущающих воздействий. Нетрудно 
отметить, что если 0δ  при ,t   сигналы e1, 

e2, eδ, ζ, ,  χ  и ed сходятся к нулевой окрестности 
(к инвариантному множеству). 

Численное моделирование системы управле-
ния и анализ результатов. В программной среде 
MatLab/Simulink выполнено численное моделиро-
вание предложенной системы управления с наблю-
дателем возмущения. Исследование проводилось 
при следующих номинальных значениях парамет-
ров объекта [39]: 0.33 м;bl   1.449 кг;m   

40.1081 10 кг м;fk     6 20.1729 10 кг м ;k 
     

 diag 0.1037, 0.1031, 0.171 ;J  0.0242;xd   yd   

0.0316;  0.0546;zd   0.01;d   0.0105;d   

0.0121.d   Предельное значение управляющих 

сигналов, при котором наступает насыщение ка-

налов управления, задано равным 412.5 10 .Mu    



Электротехника 
Electrical Engineering 

110 

Модель внешних возмущений представлена век-
тором следующего вида:  

  

т
5sin 5sin 2 5sin 3

2.5sin 2.5sin 2 4sin 3 .

p t t t t

t t t

F
 

Параметры предложенной схемы управления 
(14), (15) с наблюдателем возмущения (24) выби-
раются как nom ,k H H  где Hnom – номинальная 

матрица H;  3 3 3
1 diag 5, 5, 5, 10 , 10 ,10 ;K  

2 650 ;K E  64.5 ;ζK E 9;N   10;   ˆ 0   

60 1; O  6025 ; Γ E  310 ;   1 620 ;L E  

2 6100 .L E  
Проведена сравнительная оценка эффектив-

ности предложенного алгоритма адаптивного ро-
бастного управления в сопоставлении с методом, 
приведенным в [36], для сложного случая, вклю-
чающего одновременное влияние четырех факто-
ров: неопределенности параметров объекта, не-
полноты информации о матрице управления, ам-
плитудных ограничений управляющих сигналов и 
внешних возмущающих воздействий. 

В статье основное внимание сосредоточено 
на анализе предельных режимов эксплуатации, 
предполагающих ухудшение аэродинамических 
характеристик на 25 % при одновременном дей-
ствии указанных факторов. Графическое пред-
ставление результатов моделирования (рис. 1–7) 
включает целевую траекторию движения 
(штрихпунктирные линии); траекторию движе-
ния/управляющие сигналы трикоптера с алгорит-
мом управления из [36] (штриховые линии); траек-
торию движения/управляющие сигналы трикоптера 
с предложенным в статье алгоритмом управления 
(сплошные линии), и предельные значения управ-

ляющих воздействий, соответствующие зоне насы-
щения (линии с круговыми маркерами). 

Сценарий моделирования 1 – исследование 
движения трикоптера по постоянным целевым 

траекториям    т2.5 2.5 2.5 0 0 2 .d t  q  
На рис. 1–3 представлены графики движения три-
коптера, управляющих сигналов и скоростей 
вращения/углов наклона несущих винтов трико-
птера соответственно. 

Сценарий моделирования 2 – исследование дви-
жения трикоптера по траекториям спиральной 
формы      10sin 0.4 2 10sin 0.4d t t t  q  

т5 0.5 0 0 4 .t   На рис. 4–7 представлены 
графики траектории трикоптера, ошибок отсле-
живания заданной траектории, управляющих 
сигналов и скоростей вращения/углов наклона 
несущих винтов трикоптера соответственно. 
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Рис. 1. Движения трикоптера при заданных  

постоянных сигналах 
Fig. 1. Tricopter movements with given constant signals 
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 Рис. 2. Управляющие сигналы при заданных постоянных сигналах: а – в полном процессе; б – в начальном процессе 

Fig. 2. Control signals with given constant signals: а – in the full process; б – in the initial process 
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Рис. 4. Движения трикоптера при заданной  

траектории спиральной формы 
Fig. 4. Tricopter movements with given spiral trajectory 
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Рис. 5. Ошибки слежения трикоптера при заданной 

траектории спиральной формы 
Fig. 5. Tricopter tracking errors with given spiral trajectory 

 

Как следует из проведенного моделирования 
(рис. 1–7), оба метода – предложенный в статье 
новый адаптивный робастный алгоритм и алго-

ритм из [36] – позволяют добиться устойчивого 
управления даже при одновременном действии ука-
занных негативных факторов. При этом разрабо-
танный в статье метод обеспечивает более высокие 
показатели качества. Указанные свойства алгорит-
мов подтверждаются следующим анализом: 

1. На рис. 1, 4 и 5 видно, что при указанных 
условиях адаптивный робастный алгоритм с σ-
модификацией из [36] обеспечивает ограничен-
ность всех сигналов системы и высокую точность 
слежения с удержанием ошибки слежения в пре-
делах 0.6 5 %   в установившемся режиме. 
В отличие от этого, предложенный в статье алго-
ритм с σ-модификацией гарантирует не только 
ограниченность сигналов, но и сходимость ошиб-
ки слежения к нулю, что существенно повышает 
точность управления. 

2. Анализ графиков на рис. 2, 3, 6 и 7 показы-
вает важное преимущество предложенного алго-
ритма: при ограничениях на управляющие воз-
действия разработанный метод обеспечивает 
плавную динамику всех параметров (управляю-
щих сигналов, скоростей вращения и углов 
наклона винтов) с начального момента переход-
ного процесса. В то же время, в системе с алго-
ритмом из [36] на начальном этапе управления 
наблюдаются выраженные скачкообразные изме-
нения указанных характеристик, что снижает ее 
эффективность при практической реализации по 
сравнению с предложенным алгоритмом. 

Таким образом, проведенные исследования 
подтверждают значительное превосходство раз-
работанного алгоритма по показателям качества и 
робастной устойчивости по сравнению с подхо-
дом, приведенным в [36]. Достижение таких ре-
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 Рис. 3. Скорости вращения и углы наклона несущих винтов трикоптера при заданных постоянных сигналах:  

а – в полном процессе; б – в начальном процессе 
Fig. 3. Rotation speeds and tilt angles of tricopter with given constant signals: а – in the full process; б – in the initial process 
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зультатов обеспечено применением современного 
метода адаптивного управления – инвариантного 
погружения. Практическая ценность предложен-
ного метода обусловлена его высокой эффектив-
ностью и потенциальной возможностью внедре-
ния в различных высокотехнологичных системах. 
Широкая область применения делает предложен-
ный алгоритм перспективным решением для ак-
туальных задач автоматизации и управления. 

Заключение. Настоящее исследование по-
священо разработке адаптивного робастного ал-
горитма управления СЭМПО. Рассматривается 
сложный случай, когда система подвергается од-
новременному воздействию негативных факто-
ров, включая неопределенность математической 
модели и матрицы управления, амплитудные 
ограничения управляющих сигналов и неизмеря-
емые внешние возмущения. В качестве иллю-

стративного примера СЭМПО рассмотрен трико-
птер с поворотными винтами, для которого по-
строена полная нелинейная математическая мо-
дель. Разработанный алгоритм управления осно-
ван на синтезе методов инвариантного погруже-
ния и функциональной аппроксимации и вклю-
чает в себя наблюдатель возмущений, специально 
предназначенный для компенсации неизмеряемых 
внешних воздействий. Теоретическое обоснование 
робастной устойчивости замкнутой системы, про-
веденное с использованием метода функций Ляпу-
нова, а также сравнительный анализ результатов 
компьютерного моделирования подтверждают пре-
имущества и работоспособность предложенного 
адаптивного робастного алгоритма управления при 
одновременном действии перечисленных нега-
тивных факторов. Предложенный новый адап-
тивный алгоритм робастного управления более 
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Рис. 6. Управляющие сигналы при заданной траектории спиральной формы:  
а – в полном процессе; б – в начальном процессе 

Fig. 6. Control signals with given spiral trajectory: а – in the full process; б – in the initial process 
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Рис. 7. Скорости вращения и углы наклона несущих винтов трикоптера при заданной траектории спиральной формы: 

а – в полном процессе; б – в начальном процессе 
Fig. 7. Rotation speeds and tilt angles of tricopter with given spiral trajectory: а – in the full process; б – in the initial process 
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эффективен с точки зрения точности управления 
и практической реализации, чем рассмотренный в 
[36] аналог. Следует отметить, что разработанный 

алгоритм может быть применим к широкому 
классу электромеханических система с лагранже-
вой динамикой. 
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