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Аннотация. 
Цель работы: Разработка метода измерения упругих и пьезоэлектрических параметров пьезоэлектриче-
ских материалов в области частот от нескольких герц до нескольких килогерц. 
Материалы и методы: Объект исследований  пленочные полимерные пьезоэлектрические материалы 
типа ПВДФ. В данном методе исследования использовался составной осциллятор, представляющий со-
бой биморфную консоль, содержащую пьезоэлемент. Консоль совершает изгибные колебания. 
Результаты: Получены соотношения, аналогичные продольному составному осциллятору, позволяю-
щие вычислить частоту основного резонанса первой моды колебаний исследуемой пластины по дан-
ным измерений основной частоты эталонной пластины и всего биморфа в целом. 
Заключение: Полученные результаты предназначены для исследования свойств материалов в низкоча-
стотном диапазоне. 
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Abstract. 
Purpose of the work: Development of a method for measuring the elastic and piezoelectric properties of piezoe-
lectric materials over the frequency range of several hertz to several kilohertz. 
Materials and methods: The object of the research is film-polymer piezoelectric materials of the PVDF type. A 
composite oscillator is used as a method of investigation, which consists of a bimorph cantilever piezoelectric 
element that performs bending vibrations. 
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Results: Calculated ratios similar to those for a longitudinal complex oscillator have been obtained, allowing the 
resonant frequency of the main mode of vibration of the studied plate to be calculated from the frequencies of 
a reference plate and a bimorph as a whole. 
Conclusion: The results obtained are intended to study the properties of materials in the low-frequency range. 
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Введение. В последнее время появились мно-
гочисленные теоретические и экспериментальные 
публикации, посвященные разработке и созданию 
пьезоэлектрических генераторов для малогаба-
ритных устройств [1], [2]. Особое место занимают 
публикации, посвященные исследованию устройств, 
в которых применяются пьезополимеры типа 
ПВДФ (поливинилиденфторид). Однако исследо-
вание упругих и пьезоэлектрических постоянных 
подобных материалов связано со значительными 
трудностями [3], [4]. Эти трудности обусловлены 
тем, что пьезогенераторы, в которых применяют-
ся эти материалы, работают в большинстве своем 
на низких звуковых или инфразвуковых частотах, 
т. е. на частотах порядка единиц или десятков 
герц, и меньших, вплоть до долей герц. Поэтому 
и предварительные измерения свойств пьезопо-
лимеров предпочтительно выполнять в этом же 
диапазоне частот. Традиционные ультразвуковые 
методы, хорошо отработанные, обладающие вы-
сокой точностью и описанные в многочисленной 
литературе [5], здесь не очень хорошо подходят – 
прежде всего, ввиду чрезвычайно малой толщины 
пьезополимерной пленки по сравнению с длиной 
волны ультразвука при измерениях. Кроме того, 
скорость упругих волн в полимерах обладает 
весьма высокой дисперсией, и поэтому результа-
ты измерений модулей упругости, полученные 
ультразвуковыми методами, будут очень сильно 
отличаться от действительных значений. Более 
адекватны для этих целей методы изгибных низ-
кочастотных колебаний, среди которых выделяет-
ся метод Дж. Томпсона [6], предложенный авто-
ром для исследования образцов в виде тонкой 
полосы. Первоначально метод был предложен для 
исследования металлических образцов. Измери-
тельная установка содержала маятник с инерци-
онной рамой-коромыслом, центр тяжести которо-
го можно регулировать. У такого маятника воз-
можны колебания двух видов – низкочастотные с 

частотой около 1 Гц и высокочастотные. Вопросы 
измерения динамических модулей упругости по-
лимеров в режиме изгибных резонансных коле-
баний рассматривались в [6].  

Однако резонансные методы применительно к 
исследованию упругих и пьезоэлектрических 
свойств полимеров обладают недостаточно высо-
кой точностью. Это объясняется низкой доброт-
ностью образцов, поскольку полимерам свой-
ственно высокое затухание колебаний. Резонанс-
ная кривая получается достаточно широкой, и 
точно настроиться на максимум амплитуды коле-
баний достаточно трудно. Здесь может быть адек-
ватен метод составного осциллятора, первона-
чально разработанный Дж. Марксом [7]. Он на-
шел разнообразное применение для широкого 
спектра материалов. Для исследования сильно 
поглощающих материалов, к которым можно от-
нести полимеры, метод был усовершенствован 
В. М. Меркуловой [8], а для нелинейных исследова-
ний пьезоэлектрических материалов – В. М. Цапле-
вым [9]. Метод составного осциллятора приме-
нялся для исследования стержневых образцов в 
диапазоне частот 20–250 кГц. В настоящей статье 
рассматривается метод составного осциллятора 
применительно к изгибным колебаниям в диапа-
зоне частот 1–1000 Гц. 

Основные соотношения. Рассмотрим би-
морфную консольную балку, один слой которой 
представляет собой пьезоэлектрическую пласти-
ну 1, а другой – пассивную пластину из иссле-
дуемого материала 2 (см. рисунок). 

Один конец консоли при x = 0 будем считать 
защемленным, другой – полностью свободным 
при x = L. Будем считать, что толщина достаточно 
мала по сравнению с длиной консоли. В этом 
случае можно пренебречь влияниями деформации 
сдвига и инерции вращения [10]. Балка Эйлера–
Бернулли (см. рисунок) подвергается в точке x = 0 
смещению базы g(t) в поперечном направлении и 
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небольшому кручению h(t). Будем считать, что 
деформации малы и что материалы обладают 
линейно-упругими свойствами. 

Поперечное смещение балки в произвольной 
точке x в момент времени t вдоль нейтральной 
оси обозначим как w(x, t). В отсутствие демпфиро-
вания уравнение свободных колебаний однород-
ной балки в неподвижной системе координат 
можно записать как [10] 

 
4 2

4 2
( , ) ( , ) 0,w x t w x tYI m
t t

 
 

 
 (1) 

где YI – изгибная жесткость (выражается через 
модули упругости и геометрические параметры 
поперечных сечений слоев); Y − модуль Юнга, а 
m – масса единицы длины балки.  

 
z

x=0 x=L
x

g(t)

h(t)
 

Конфигурация консоли 
Console configuration 

1 

x = 0 x = L 
2 

x 

z 
h(t)

g(t) 

 
Для двухслойной балки изгибная жесткость 

будет равна сумме изгибных жесткостей слоев, 
поэтому уравнение (1) перепишется таким образом: 

3 3 4
1 2

1 2 4
( , )

3 3
h h w x tY Y

x

  
  
  

 

  
2

1 1 2 2 2
( , ) 0,w x th h
t


    


 (2) 

где Y1 ‒ модуль Юнга материала пьезоэлектри-
ческого слоя; h1 ‒ его толщина; 1 ‒ плотность; Y2, 
h2, 2 ‒ те же параметры второго (пассивного) слоя. 

С учетом затухания уравнение движения 
балки (2) будет иметь вид [11] 

 
3 3 3 34 5
1 2 1 2

1 2 вн4 4
( , ) ( , )

3 3 3 3
h h h hw x t w x tY Y r

tx x

    
      
     

 

  
2

возд 1 1 2 2 2 ( , ) ( , ) 0,w x t w x tr h h
t t

 
     

 
 (3) 

где rвн – коэффициент внутреннего трения мате-
риала (для композитной структуры его можно 
записать в форме эффективного члена rвнI), а 
rвозд – вязкость воздуха. Прочие возможные ме-
ханизмы демпфирования здесь не рассматри-
ваются. Их можно учесть при экспериментальных 

измерениях. Считаем в первом приближении, что 
коэффициент внутреннего трения (т. е. затухание 
Рэлея) пропорционален жесткости и массе. 

Абсолютное поперечное перемещение балки 
(т. е. смещение в поперечном направлении в не-
подвижной системе координат) запишем так [10]: 
 б отн( , ) ( , ) ( , ),w x t w x t w x t   (4) 

где wотн(x, t) − поперечное смещение относи-
тельно зажатого конца балки; wб(x, t) − смещение 
базы, которое определяется следующим образом: 

 1 2б ( , ) ( ) ( ) ( ) ( ),w x t x g t x h t    (5) 

где 1( )x  и 2( )x  ‒ функции, зависящие от сме-
щения базы и угла поворота базы, соответствен-
но. Для консоли можно принять 1( ) 1x   и 

2( )x x   [10]. Тогда, с учетом (4) и (5), уравне-
ние (3) примет вид 
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отн1 2

1 2 4

53 3
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  
  
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2
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  


 (6) 

Для получения соотношений составного осцил-
лятора достаточно получить уравнение для 
первой собственной частоты, т. е. решить одно-
родное уравнение. В первом приближении будем 
рассматривать колебания консоли без затухания. 
Колебания базы также можно исключить, т. е. 
wотн(x, t) = w(x, t). Окончательно из (6) имеем: 

3 3 4
1 2

1 2 4
( , )

3 3
h h w x tY Y

x

  
  
  

 

 
2

2
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t


 


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Граничные условия для консольно-закреплен-
ной балки выглядят следующим образом: 
1) при х = 0 

   ( , )( , ) 0; 0;w x tw x t
x


 


 (8) 

2) при х = L 

 
2 3

2 3   ( , ) ( , )0; 0. w x t w x t
x x

 
 

 
 (9) 
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Разделим переменную w(x, t) на пространствен-
ную ( )x  и временную ( )t  составляющие: 

( , ) ( ) ( ),w x t x t    и подставив в (7), получим: 

3 3
1 2

1 2 4

4
1 ( )3 3
( )

h hY Y
x

m x x

 
 

  
 

 

2 2
2

1 ( ) .
( )

x
t t

   
 

 

Таким образом, получаем два уравнения: 

  
4 2

4 1 1 2 2

( ) ( ) 0.mx x
Y I Y Ix

   


 (10) 

 
2 2

2
( ) ( ) 0,x t

t
    


 (11) 

где (11) представляет собой обычное уравнение 
свободных незатухающих колебаний. Его реше-
ние ‒ гармоническая колебательная функция 

 ( ) cos ( ) cos ( ).t E t F t      (12) 

Решение уравнения (10) записывается в виде: 

( ) cos chx xx A B
L L
          

   
 

 sin sh .x xC D
L L
        

   
 (13) 

Постоянные A, B, C, D, входящие в решение 
(13), находятся из граничных условий (8) и (9), а 
E и F в решении (12) ‒ из начальных условий: 

0

( , )( , 0) = 0;   0.
t

w x tw x
t 





 

Нас, однако, интересуют собственные часто-
ты биморфной консоли и каждого слоя в 
отдельности. Ограничимся первой колебательной 
модой. Нормированная по массе собственная 
функция 1-й моды записывается так [2]: 

1( ) cos ch

sin sh ,

x xx
mL L L

x x
L L

            
   

                

 

где  − безразмерный частотный параметр 
(собственное значение), полученный из характе-
ристического уравнения 

 1 cos ch 0.     (14) 
Решение (14) для первой моды колебаний 

дает значение  = 1.875, а  выражается сле-
дующим образом: 

 
sin sh .
cos ch

   
  

 (15) 

Следует заметить, что здесь рассматривается 
случай консольного закрепления балки со сво-
бодным концом. Для решения задачи в данной 
статье можно использовать и другие конфигура-
ции в зависимости от характера закрепления 
концов балки. Характеристические уравнения 
отличаются от (14) и (15) для разных видов 
граничных условий (разных креплений балки) 
[12]. Эти уравнения приведены в таблице. 

Характеристические уравнения  
для различных граничных условий 
Characteristics equations for different  

boundary conditions 

Способ закрепления конца 
стержня Характеристическое 

уравнение 
x = 0 x = L 

Свободен Свободен ch cos 1    
Оперт Оперт sin 1   
Заделан Заделан ch cos 1    
Заделан Оперт tg th    

Заделан Свободен ch cos 1     
Оперт Свободен tg th    

Параметр  определяется из равенства [2] 

 
4

4 2
3 3
1 2

1 2

.

3 3

mL

h hY Y
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 

 
 

 (16) 

Из (16) можно получить выражение для квадрата 
собственной частоты незатухающих колебаний 
основной моды биморфной консоли:  

 
 3 34

1 1 2 22
2

1 ,
12

Y h Y h
f

L m
   

 
 (17) 

где суммарная масса биморфа равна сумме масс 
обоих слоев: m = m1 + m2. Выражения для частот 
собственных незатухающих колебаний каждого 
элемента балки в отдельности можно получить из 
(17), однако моменты инерции будут отличаться. 
Для пьезоэлектрической консоли: 

 
4 3

2 1 1
1 2 1

1 .
48
Y h

f
L m
   

 
 (18) 

Здесь следует учитывать, что вследствие на-
личия пьезоэффекта модуль Юнга поперечно-
поляризованного пьезоэлектрика уменьшается по 
сравнению с неполяризованным материалом [5]: 

2
31

1 0
33 11

1 ,E
d

Y Y
s

 
  
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где d31 ‒ поперечный пьезомодуль; 33
  ‒ относи-

тельная диэлектрическая проницаемость при 

постоянном механическом напряжении; 11
Es  ‒ 

упругая податливость при постоянном электри-
ческом поле; Y0 ‒ модуль Юнга неполяризован-
ного пьезоэлектрика. 

Для консоли из пассивного материала: 

 
4 3

2 2 2
2 2 2

1 .
48
Y h

f
L m
   

 
 (19) 

После несложных преобразований из (17)–
(19) можно получить простое соотношение, 
связывающее все три частоты и позволяющее 
получить любую из них по известным двум 
остальным: 

2 2 21 2
1 24 .m mf f f

m m
   
 

 

Например, измерив значение частоты 
основного резонанса колебаний металлической 
консоли и затем – значение частоты основного 
резонанса этой консоли с наклеенной на нее 
пьезоэлектрической пленкой, можно получить 

2 22
1 2

1 1

1 .
2

mmf f f
m m

   

Для проверки полученных соотношений было 
выполнено имитационное численное моделиро-
вание методом конечных элементов. Двухслойная 
консольная балка состояла из металлической 
пластины с размерами 155 × 15 × 0.2 мм, изго-
товленной из бериллиевой бронзы, и пьезо-
электрического слоя, выполненного из PVDF, 
толщиной 0.15 мм. Результаты моделирования 
полностью подтвердили правильность приведен-
ных соотношений.  

Выводы. В статье предложен метод измерения 
упругих и пьезоэлектрических параметров пьезо-
электрических материалов в диапазоне частот 1–
1000 Гц. В качестве метода исследования использо-
вался составной осциллятор, представляющий со-
бой биморфную консоль, содержащую пьезо-
элемент. Полученные соотношения, аналогичные 
продольному составному осциллятору, позволяют 
вычислить частоту основного резонанса первой 
моды колебаний исследуемой пластины по 
данным измерений основной частоты эталонной 
пластины и всего биморфа в целом. 
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