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Аннотация. Рассматривается разработка адаптивного робастного алгоритма управления движением слож-
ных электромеханических подвижных объектов (СЭМПО) с компенсацией или минимизацией влияния не-
определенности матрицы входа и ограничения входных воздействий. Строится нелинейная математическая 
модель СЭМПО в виде уравнений Лагранжа–Эйлера с учетом ограничения на входные воздействия. Предла-
гается новая адаптивная робастная система управления СЭМПО, синтезированная на основе сочетания ме-
тодов инвариантного погружения и аппроксимации функций. Компенсация влияния ограничения входных 
воздействии осуществляется с использованием вспомогательной динамической системы, переменные кото-
рой зависят от отклонения между фактическим управляющим воздействием и управляющим воздействием 
на выходе регулятора. Введение σ-модификации в предлагаемый адаптивный робастный закон управления 
обеспечивает ограничение всех сигналов замкнутой системы. С использованием методов функций Ляпунова 
доказана робастная устойчивость разработанной адаптивной робастной системы при одновременном воз-
действии неопределенности матрицы входа и ограничения входных воздействий. Результаты компьютерно-
го моделирования в среде MatLab/Simulink подтверждают превосходящую эффективность предлагаемого в 
статье алгоритма по сравнению с существующими адаптивными алгоритмами. 
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Abstract. The article considers the problem of developing an adaptive robust motion control algorithm for 
complex electromechanical moving objects (CEMMO), compensating for or minimizing the influence of input 
matrix uncertainty and input constraints. A nonlinear mathematical model of CEMMO is constructed in the 
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form of Lagrange–Euler equations, accounting for input constraints. A novel adaptive robust control system for 
CEMMO is proposed, synthesized based on a combination of invariant immersion and function approximation 
techniques. Compensation for the influence of input constraints is achieved through an auxiliary dynamic sys-
tem, the variables of which depend on the deviation between the actual control action and the control action at 
the controller output. The introduction of σ-modification into the proposed adaptive robust control law ensures 
boundedness of all closed-loop system signals. Using Lyapunov functions method, the robust stability of the 
developed adaptive robust system under simultaneous effects of input matrix uncertainty and input con-
straints is proven. The results of computer simulation in MatLab/Simulink environment confirm the superior 
effectiveness of the proposed algorithm compared to existing adaptive control algorithms. 
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Введение. За последние десятилетия точное 
управление движением сложных электромехани-
ческих подвижных объектов (СЭМПО) нашло 
ряд важных применений во многих областях, в 
том числе в авиации, аэрокосмической промыш-
ленности и робототехнике. Первоначально задачи 
управления СЭМПО часто решались с помощью 
простых линейных или нелинейных методов 
управления – ПИД-, ЛКР-, линейный или нели-
нейный ПД-регуляторы и т. п. [1]–[3]. Однако в 
реальных условиях параметры СЭМПО не могут 
быть точно определены или могут изменяться под 
воздействием различных факторов. Эти неопре-
деленности, наряду с влиянием существенных 
нелинейностей и перекрестных связей в модели 
объекта управления, а также внешних возмуще-
ний, могут привести к существенному ухудше-
нию качества управления и даже к потере устой-
чивости системы [4], [5]. Данная проблема может 
быть успешно решена с помощью адаптивного 
управления [6]. Ряд значимых исследовательских 
работ в области адаптивного управления, демон-
стрирующих высокую эффективность в условиях 
параметрической неопределенности, опубликован 
как в отечественной [7]–[10], так и в зарубежной 
научной литературе [11]–[15]. Современная тео-
рия адаптивного управления традиционно опира-
ется на построение функций Ляпунова как на ос-
новной инструмент обеспечения устойчивости. 
Однако этот подход сталкивается с двумя прин-
ципиальными сложностями: 

1. Требование линейной (аффинной) парамет-
ризации. Классические методики предполагают 
возможность представления нелинейной системы 

в виде линейной комбинации известных базис-
ных функций с неопределенными коэффициента-
ми. Однако для ряда сложных нелинейных дина-
мических систем высокого порядка (например, 
содержащих мультипликативные нелинейности, 
явления гистерезиса или неголономные ограни-
чения) подобная параметризация либо принципи-
ально неосуществима, либо приводит к чрезмер-
но громоздким регрессорным моделям. 

2. Проблема синтеза функций Ляпунова. 
В случае сложных нелинейных динамических 
систем высокого порядка явное построение под-
ходящей функции Ляпунова представляет значи-
тельные трудности ввиду отсутствия в литературе 
универсальных методов их конструирования. 

В связи с этими сложностями особый интерес 
представляют методы, позволяющие преодолеть 
указанные ограничения. В последнее время по-
явился новый подход к синтезу адаптивного 
управления – метод инвариантного погружения 
(Immersion and Invariance – I&I) [16]–[18], кото-
рый не требует выполнения условий линейной 
параметризации и позволяет избежать необходи-
мости нахождения функций Ляпунова. Фунда-
ментальный принцип данного алгоритма заклю-
чается в разработке адаптивного закона, обеспе-
чивающего сходимость динамики ошибок оцени-
вания к заданному аттрактивному многообразию 
ошибок. В отличие от классических методов 
адаптивного управления, где функция Ляпунова 
используется для нахождения закона адаптивной 
настройки параметров, в методе инвариантного 
погружения функция Ляпунова служит лишь для 
анализа устойчивости системы [4]. Дополнитель-
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ной отличительной особенностью адаптивного 
управления на основе метода инвариантного по-
гружения служит введение в закон адаптивной 
настройки параметров пропорциональной со-
ставляющей в сочетании с интегральной состав-
ляющей, что формирует так называемую нели-
нейную ПИ-адаптацию [4]. Это придает адаптив-
ному методу инвариантного погружения гибкость 
и робастность в условиях параметрической не-
определенности и обеспечивает превосходящее 
качество управления по сравнению с классиче-
скими адаптивными алгоритмами. Таким обра-
зом, метод I&I служит перспективным инстру-
ментом в адаптивном управлении, сочетающим 
простоту реализации с высокой эффективностью. 
Его использование особенно целесообразно в за-
дачах управления, где традиционные методы 
слишком сложны. 

В научной литературе метод инвариантного 
погружения находит применение как для ряда 
классов нелинейных систем, так и, в частности, 
для СЭМПО. В [4] представлен адаптивный алго-
ритм управления угловым положением твердого 
тела, сочетающий метод инвариантного погруже-
ния и скользящего режима с приближенными не-
линейностями. Этот подход обеспечивает робаст-
ную стабилизацию при наличии параметрических 
неопределенностей и внешних возмущений. В [5] 
предложен алгоритм адаптивного управления, 
синтезированный на основе метода инвариантно-
го погружения с так называемым модульным ди-
намическим масштабированием, предназначенный 
для неопределенных динамических объектов, опи-
сываемых уравнениями Эйлера–Лагранжа. В [19], 
[20] представлен синтез адаптивной системы 
управления сложными неопределенными объек-
тами на основе метода инвариантного погруже-
ния и динамического поверхностного управления. 
В [21], [22] рассматривается задача стабилизации 
углового положения мультироторных летатель-
ных аппаратов при наличии параметрических 
неопределенностей и внешних возмущений, где 
применяется комбинированный подход, объеди-
няющий метод инвариантного погружения и 
управление в скользящем режиме. Публикация 
[23] расширяет данный методологический аппа-
рат, предлагая адаптивную систему управления с  
σ-модификацией, которая гарантирует ограни-
ченность сигналов контура управления и требуе-
мую точность позиционирования в условиях не-
полной информации о параметрах объекта и дей-
ствующих возмущениях. 

Важно отметить, что в системах управления 
неизбежны ограничения управляющего сигнала, 
обусловленные предельной мощностью исполни-
тельных механизмов, максимально допустимыми 
уровнями тока и напряжения или механическими 
и другими ограничениями. Эффект насыщения 
управляющего сигнала вызывает искажение сиг-
нала на выходе регулятора, что приводит к сни-
жению качества управления, появлению в систе-
ме высокоамплитудных колебаний и может вы-
звать потерю устойчивости. Эта проблема создает 
особые сложности при проектировании адаптив-
ных систем, поскольку непрерывная адаптация в 
условиях насыщения входного сигнала может 
легко привести к неустойчивости системы [24]. 
В научных исследованиях было разработано 
множество методов, направленных на компенса-
цию или минимизацию негативного влияния эф-
фекта насыщения входных воздействий. В [24] 
предлагается «положительная µ-модификация» 
для адаптации при наличии входных ограниче-
ний, гарантирующая, что управляющий сигнал на 
выходе регулятора не достигнет насыщения, т. е. 
всегда остается в пределах реальных ограниче-
ний управляющего воздействия. В [25] для про-
тиводействия влиянию насыщения управляющих 
сигналов, рассматриваемому как известное воз-
мущение, разработан метод адаптивного управ-
ления с эталонной моделью и компенсатором эф-
фекта насыщения входных сигналов. В [26] пред-
ставлена система управления летательными аппа-
ратами, разработанная с использованием функций 
Нуссбаума и метода обхода интегратора для ре-
шения проблемы ограничений входных воздей-
ствий и скорости полета. В [27], [28] рассматри-
вается задача синтеза адаптивных систем управ-
ления летательными аппаратами при насыщении 
входного управляющего сигнала, обладающих 
робастными свойствами. Эти предложенные под-
ходы основаны на методе инвариантного погру-
жения, дополненном либо техникой обхода инте-
гратора, либо алгоритмом скользящего режима 
управления. В [29] предложена конструкция 
адаптивного регулятора, сочетающего методы 
нечеткой логики и адаптивного обхода интеграто-
ра, обеспечивающего удержание ошибки слеже-
ния в заданных пределах даже при насыщении 
входного управляющего сигнала. [30] предлагает 
нейросетевой адаптивный алгоритм управления, 
предназначенный для сложных нелинейных ди-
намических систем, функционирующих в усло-
виях неопределенностей, ограничений на управ-
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ляющие сигналы и влияния внешних возмущаю-
щих факторов. 

Существенно ограничивает рассмотренные ис-
следования отсутствие учета одновременного воз-
действия параметрической неопределенности 
входной матрицы и ограничений на управляющие 
сигналы. Данное обстоятельство существенно 
осложняет разработку адаптивных систем управ-
ления, поскольку традиционные адаптивные си-
стемы управления становятся особенно склонны-
ми к потере устойчивости при совместном нали-
чии этих двух факторов в системе. 

Настоящая статья направлена на решение за-
дачи синтеза адаптивной робастной системы 
управления трикоптером с поворотными винтами 
(подробнее об объекте управления см. [31]–[33]), 
представленным в качестве иллюстративного 
примера СЭМПО. В статье предлагается новый 
алгоритм управления, сочетающий метод инвари-
антного погружения с функциональной аппрок-
симацией, который позволяет осуществлять адап-
тивную настройку как неизвестных параметров 
объекта, так и элементов входной матрицы 
управления. Далее с помощью метода функций 
Ляпунова в сочетании со вспомогательной дина-
мической системой разрабатывается адаптивный 
робастный закон управления, компенсирующий 
влияние эффекта насыщения управляющего сиг-
нала. Устойчивость системы анализируется с ис-
пользованием методов функций Ляпунова. Разра-
ботанный в статье адаптивный робастный алго-
ритм может быть расширен для применения к 
классам СЭМПО, динамика которых описывается 
уравнениями Эйлера–Лагранжа. 

Математическая модель СЭМПО. Динами-
ка пространственного движения объекта управ-
ления, характеризуемого шестью степенями сво-
боды, формулируется посредством векторно-
матричного представления следующим образом 
[31]–[33]: 
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0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0

0 0

0 0

f f

f

f f f

f s f s

f f f f f b

f s f s f b

k k

k

k k k

k k k l k l

k k l k l k l

k l k l k l k k k

 



  





 
 

 
 
    
 
  
 

     



H

 

– матрица входа, где lb – расстояние от заднего не-

сущего винта до центра масс трикоптера в направ-
лении XB; lf  и ls – расстояния от передних винтов до 

центра масс трикоптера в направлениях XB и YB 

соответственно; kf и kτ – аэродинамические коэф-

фициенты сил тяги и крутящего момента;  

     

     

2 2 2
1 1 2 2 3 3

т2 2 2 6
1 1 2 2 3 3

sin sin sin

cos cos cos

      

      

u
  

– вектор входных воздействий, где ωi – скорость 

вращения i-го винта, αi – угол наклона i-го винта 

(i = 1, 2, 3);  

       
тт т 6

d be    
      F q R d D q d D q  
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– вектор обобщенных сил и моментов сопротивления 

атмосферы, где  т ,u u v v w w D   D  

т
,               diag ,x y zd d d    d

diag ,d d d      d  , , , , ,x y zd d d d d d    – 

коэффициенты аэродинамического сопротивле-
ния атмосферы, u, v, w – элементы вектора скоро-
сти центра масс трикоптера в системе координат 

XBYBZB;   6
p t F  – вектор обобщенных внеш-

них возмущений. 
Рассматривая случай, когда управляющие 

воздействия ограничены по амплитуде 

  ,i Мu u  а внешние возмущения отсутствуют 

  0 ,p t F  уравнение динамики (1) простран-

ственного движения рассматриваемой трикоптер-
ной платформы может быть представлено в сле-
дующей форме: 

   ,  M q q С q q q G    

       ,d B q Hu τ F q  (2) 

где 6 1τ  – вектор расчетных управляющих 

сигналов;   6 1u τ  – вектор реализуемых 

(ограниченных) управляющих воздействий;  

   
   

sat

sign , если ;
1,6 .

, если ,

i i i

i M i M

i i M

u

u u
i

u

   

      

 

Синтез адаптивного робастного управле-
ния СЭМПО. На основе комбинированного под-
хода, объединяющего метод инвариантного по-
гружения и функциональную аппроксимацию, 
преобразуем исходную модель (2) к виду, учиты-
вающему неопределенности параметров: 

 
   ,

k

k k

    
        

M q M q

С q q С q G G



 
 

       0 ,k d  B q H H u τ F q  (3) 

где структурные компоненты системы включают: 

  ,kM q   , ,kС q q  Gk – матрицы с известными 

функциональными элементами; Hk, 0 k H H  

 H  – известная и неизвестная части входной 

матрицы управления соответственно (Hk – невы-

рожденная матрица); ΔM, ΔC, ΔG – неопреде-

ленные части матриц M(q),  , ,С q q  G, вызван-

ные неопределенностями параметров трикоптера. 

Введем обозначение для дефицита управления 
из-за насыщения входных воздействий, определяе-
мого разницей между фактическими управляющи-
ми воздействиями u(t) и управляющими воздей-
ствиями τ(t), формируемыми регуляторами, как 

      .t t t δ u τ   (4) 

Пусть введены следующие переменные: 

 
1 ;

2 1 1 1,

d 


 

e q q

e e K e
 (5) 

где e1 – вектор ошибок слежения; qd – вектор же-

лаемых движений трикоптера; т 6 6
1 1

 K K  – 

симметричная положительно определенная матрица. 
Тогда, учитывая (3)–(5), получим следующую 

систему: 

 1 1 1 2

2 0 0 0

;

,

  
    

e K e e
e g τ τ ΔF g δ



 (6) 

где  

1
0 ;k k

g M BH   

 1
0 1 1 ;k k k d

    τ M С q G K e q    

 
     1

0

, , ,

k d


 

         

F q q q u

M F q B q H u τ Mq Сq G

 

  
  

– неопределенная часть математической модели 
трикоптера, обусловленная неопределенностями 
параметров трикоптера и входной матрицы.  

Таким образом, поставленная в статье задача 
эквивалентна устранению (или минимизации) 

влияния неопределенной части  , , ,F q q q u   и 

эффекта насыщения входных воздействий, рас-
сматриваемого как известное возмущение g0δ, 

при одновременном обеспечении высокой точно-
сти отслеживания заданного движения. Для ре-
шения поставленной задачи управления предлага-
ется новый алгоритм, сочетающий функциональ-
ную аппроксимацию на основе ортогональных 
разложений и параметрическую идентификацию 
методом инвариантных многообразий. 

С помощью ортогональных разложений, рас-
смотренных в [34], [35], неизвестная нелинейная 

вектор-функция  , , ,F q q q u   допускает следу-

ющее параметрическое представление: 

 т  F W z ε ,  (7) 

где 6NW  – матрица неизвестных весовых 

коэффициентов; Nz  – система ортогональ-
ных базисных функций, содержащий первые 
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N членов ряда Фурье; 6ε  – вектор ошибки 
аппроксимации; 

      
т

1 sin cos ...

1 1
sin cos ,

2 2
NN

t t t

Nt t

  

             

z

 

0;  

01 11 11 1 1
1 1

2 2

02 12 12 1 1
2 2т 6

2 2

06 16 16 1 1
6 6

2 2

.

N N

N N
N

N N

a a b a b

a a b a b

a a b a b

 

 


 

 
 
 
 
  
 
 
 
 
 

W





     


 

С целью синтеза алгоритма настройки неиз-
вестных параметров матрицы W методом инва-
риантного погружения преобразуем Wтz к виду 
произведения вектора неизвестных элементов на 
матрицу-регрессор: 

 т

1

N
k k

k
t z


 W z W  

    6 0 0
1

,
N

k k
k

z t


  E W z W  (8) 

где 6
k W  – k-й столбец матрицы Wт; kz   – 

k-й элемент вектора Z,  ;1,k N   0 t z  

  6 6
1 6 2 6 6... N

Nz z z  E E E  – матрица-

регрессор; 
тт т т 6

0 1 2 ... N
N   W W W W  – 

вектор неизвестных параметров. 
Фактически, ε представляет собой медленно 

изменяющуюся во времени переменную и значение 
ε  достаточно мало, поэтому можно рассматривать 
ε как вектор с неизвестными постоянными элемен-

тами. Пусть      6 6 1
0 6 ;Nt t     χ z E  

 т 6 1т т
0

N   W ε , учитывая (7) и (8), 

система (6) преобразуется к следующему виду: 

 1 1 1 2

2 0 0 0

;

.

  
    

e K e e
e g τ τ χ g δ

 

 (9) 

С целью устранения влияния 0 ,g δ  рассматри-

ваемого в качестве известного возмущения, по-
строим вспомогательную динамическую систему, 
описанную следующим дифференциальным 
уравнением: 

 0 ,  ζζ K ζ g δ  (10) 

где 6ζ  – вектор переменных вспомогательной 

динамической системы; т 6 6 ζ ζK K  – сим-

метричная положительно определенная числовая 
матрица. 

Введем переменную 2 .  e e ζ  Тогда, учи-

тывая (9) и (10), ее динамику можно описать та-
ким образом: 

 2 0 0 .      ζe e ζ g τ τ K ζ χ    (11) 

Легко увидеть, что это уравнение зависит не 
от дефицита управления δ(t), а от управляющего 
воздействия τ(t), формируемого регуляторами. 
Поэтому синтезировать управление удобнее на 
основе уравнения (11), а не (9) с дефицитом 
управления. 

В рамках рассматриваемого подхода, опира-
ющегося на принцип инвариантного погружения 
[16]–[18], формулируется вектор ошибки оцени-
вания параметров следующей формы: 

  ˆ , ,t   β e    (12) 

где  6 1ˆ N  – оценка неизвестного вектора 

;     6 1, Nt 
 β e  – искомая вектор-функция. 

Динамические свойства ошибки оценивания 
(12) выражаются как 

 ˆ .
t 



 
  

 
β β e

e
    (13) 

Аналитическое выражение для динамики (12) 
может быть получено путем подстановки уравне-
ния (11) в соотношение (13), что приводит к сле-
дующему результату: 

  0 0
ˆ .

t 

 
     

  ζ
β β g τ τ K ζ χ

e
    (14) 

В статье предложен адаптивный алгоритм 
настройки параметров с σ-модификацией и функ-

ция  , ,tβ e  имеющие следующую структуру: 

      0 0

т

ˆ

ˆ ˆ ;

,

t 



       
          




ζ

β β
e

g τ τ K ζ χ β Γ β

β Γχ e



   (15) 

где  

т ;t   β Γχ e  т ;  β e Γχ   

   6 1 6 1N N  Γ  
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– симметричная положительно определенная 
матрица коэффициентов адаптации, σ > 0 − пара-
метр регуляризации, обеспечивающей робастную 
устойчивость.  

Объединяя (14) и (15), можно получить сле-
дующее соотношение: 

  т ˆ .    Γχ χ Γ β     (16) 

В качестве кандидата на функцию Ляпунова 
рассмотрим выражение вида: 

 т 1
1

1
.

2
V  Γ    (17) 

Анализируя (16), производную по времени 
функции (17) можно представить в следующем 
виде: 

  т 1 т т т
1

ˆ .V     Γ χ χ β=            (18) 

Нетрудно, выводя неравенство вида 

     2 2т т 1ˆ ,
2

     β           по-

лучить выражение для производной функции Ля-
пунова 

2 2 2
1 2 2

V  
   χ        

  
2 2

11
max

,
2

V


 
  


χ

Γ
    (19) 

где  1
max 0 Γ  – максимальное собственное 

число матрицы 1.Γ  

Как видно из (19), переменная   ограничена, 
причем с уменьшением σ и увеличением соб-

ственных чисел матрицы Г χ   стремится к ну-

лю. Из условия   0t χ  наблюдается сходимость 

  к нулю, т. е. сходимость оценок неизвестных 
параметров к их фактическим значениям. 

В результате проведенного синтеза получен 
адаптивный робастный алгоритм управления, 
структура которого описывается уравнением 

     1
0 0 1 2

ˆ ,
        ζτ g τ K ζ χ β e K e  (20) 

где т 6 6
2 2

 K K  – симметричная положи-

тельно определенная матрица. 
Нетрудно отметить, что в алгоритме адапта-

ции (15) и в законе адаптивного робастного 
управления (20) присутствуют компоненты 

2  e e ζ  и ζ  вспомогательной системы (10), 

обеспечивающие компенсацию влияния ограни-
чений управляющих сигналов. 

Анализ устойчивости замкнутой системы. 
Устойчивость разработанной адаптивной робаст-
ной системы управления анализируется посред-
ством метода функций Ляпунова.  

Рассмотрим следующую функцию Ляпунова: 

 т т т
1 1 1

1 1 1
.

2 2 2
V V    e e e e ζ ζ  (21) 

Используя уравнения (9)–(11), (17), (18) и (20), 
найдем производную функции (21) по времени: 

   
   

т т т
1 1 1

т т
1 1 1 2 1 2

т т т т
0

т т т т т
1 1 1 2

ˆ

V V 

 

 

    

      

       

     

ζ

ζ

e e e e ζ ζ

e K e e e χ e K e

ζ K ζ g δ χ χ β

e K e e K e ζ K ζ χ χ

  


  

 



   

 

 

  т т т т т
1 2 1 0

ˆ .       e e e e e χ ζ g δ β     (22) 

Нетрудно получить следующие неравенства: 

2 2т т т т
1 2 1 1 2 1 1

22т

22т
0 0

1 1
;

2 2
1 1

;
2 2

1
,

2 2



 


       

  



  

e e e e ζ e e e ζ e

e χ e χ

ζ g δ ζ g δ

    (23) 

где μ – положительное число. 
Комбинируя (19), (22) и (23), получаем сле-

дующее представление для :V  

 

 

 

2
min 1 1

2
min 2

2
min

1

2

1

2

1

2

V



       
      

       ζ

K e

K e

K ζ



 

 
2 21

,
2 2


   χ    (24) 

где Δ – положительное число, удовлетворяющее 

условию 2 2
0

1
,

2 2

     
g δ   min Χ  – 

минимальное собственное число произвольной 
квадратной матрицы X. 

Из (17) и (21) имеем 

22 2
1

1 1 1

2 2 2
V    e e ζ  

   21
max

1
.

2
  Γ   (25) 
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Из анализа неравенств (24) и (25) выводится 
следующая зависимость: 

 

 

 
 

2
min 1 1

2
min 2

2
min

1 2 2max

1

2 2

1

2 2

1

2 2

1
.

2 2 2

V V





            
          
            

       
 

ζ

K e

K e

K ζ

Γ
χ



  

 

Пусть α > 0 – положительное число, значение 
которого определяется выполнением следующих 
условий: 

   

     
min 1 min 2

1
min max 1

2 1; 2 1;
min ,

2 1 ; 

        
       ζ

K K

K Γ
 

     min 1 min 2 min
1 1

1; ; .
2 2

 
     ζK K K  

В результате выбора параметров получена за-
висимость следующего вида:  

.V V     

Полученное дифференциальное неравенство 
имеет решение вида 

    0 0 ,tV t V e        
 (26) 

следовательно, сигналы 1;e  2 ;  e e ζ  ;ζ    

ограничены, из чего вытекает ограниченность 2.e  

Как следует из анализа, все сигналы контура 
управления остаются ограниченными и экспо-
ненциально стремятся к предельному инвариант-
ному множеству, размер которого определяется 
параметрами Δ, σ, α, μ. Регулируя значения σ 
(уменьшая) и α, μ (увеличивая), можно сократить 
размер этого множества [36]. 

Объединяя выражения (21) и (26), выводим 
следующее соотношение: 

   1
2

2 0 .tt V e       
e  

Граничное значение сигнала  1 ,te  как вид-

но из анализа, изменяется при варьировании па-
раметров Δ, σ, α, μ. Однако в реальных условиях 
достижение произвольно малой ошибки слеже-
ния ограничено эффектом насыщения управляю-
щих воздействий. Выбирая параметры предло-

женного в статье адаптивного робастного регуля-
тора, можно обеспечить достаточно малое значе-

ние 1e  и уменьшить влияние входного насыще-

ния. Если 0δ  при ,t   причем величина σ 

достаточно мала, сигналы 1;e  2 ;e  2 ;  e e ζ  ;ζ  

  устремляются к нулю. 

Результаты моделирования и аналитиче-
ское обсуждение. Имитационное моделирование 
предложенной адаптивной робастной системы 
управления проводилось в среде MatLab/Simu-
link. Исследование рассматривало сложный слу-
чай, включающий одновременное воздействие 
трех факторов: неопределенности параметров, ча-
стичной неизвестности входной матрицы и огра-
ничения входных сигналов при следующих номи-
нальных значениях параметров объекта: [33]: 

0.33 м,bl   1.449 кг,m   40.1081 10 кг м,fk      

6 20.1729 10 кг м ,k 
     diag 0.1037, 0.1031,J  

0.171),  0.0242,xd   0.0316,yd   0.0546,zd   

0.01,d   0.0105,d   0.0121.d   Управля-

ющие воздействия имеют ограничение по уровню 

насыщения 412.5 10 .Mu    

Параметры разработанного алгоритма адап-
тации (15) и адаптивного робастного управления 

(20) выбраны как nom;k H H  1 diag 5, 5, 5,K  

3 3 310 , 10 ,10 ;  2 62500 ;K E  65 ;ζK E  N = 15; 

10;    96 1
ˆ 0 ; O  9625 ;Γ E  310 .   

Для оценки эффективности разработанной в 
статье адаптивной робастной системы управле-
ния проведено сравнение с системой управления 
из [37]. Особый интерес представляют результаты 
сравнительного исследования для наихудшего 
случая при экстремальных условиях эксплуата-
ции, включающих снижение аэродинамических 
коэффициентов на 25 % от номинальных значе-
ний с учетом насыщения управляющих воз-
действий. Результаты численного моделирования 
отображены графически на рис. 1–9, где приняты 
следующие условные обозначения 

 штрихпунктирные линии – заданное дви-
жение трикоптера; 

 штриховые линии – движение или управ-
ляющие сигналы трикоптера с алгоритмом адап-
тивного робастного управлением из [37]; 

 сплошные линии – движение или управля-
ющие сигналы трикоптера с предложенным в ста-
тье адаптивным робастным управлением; 
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 линии с круговыми маркерами – пороги 
допустимого значения управляющих воздействий, 
соответствующие насыщению. 

В первом сценарии моделирования рассматри-
валось движение по постоянным желаемым траек-

ториям    т2.5 2.5 2.5 0 0 2 .d t  q  На 

рис. 1–3 представлены графики движения трико-
птера, управляющих сигналов и скоростей вра-
щения/углов наклона несущих винтов трикоптера 
соответственно.  

Во втором сценарии моделирования исследо-
валось отслеживание траектории спиральной 

формы      10sin 0.4 2 10sin 0.4d t t t  q  

т5 0.5 0 0 4 .t   На рис. 4–7 представлены 

графики траектории трикоптера, ошибки отсле-
живания заданной траектории, управляющих 
сигналов и скоростей вращения/углов наклона 
несущих винтов трикоптера соответственно. 

На основании анализа результатов численного 
моделирования (рис. 1–7) можно сделать вывод, 
что разработанный адаптивный робастный алго-
ритм, а также метод, описанный в [37], обеспечи-
вают эффективное управление в указанных усло-
виях, при этом предложенный в статье метод де-
монстрирует более высокое качество управления.  

Как видно из рис. 1, 4 и 5, адаптивный ро-
бастный алгоритм с σ-модификацией из [37] га-
рантирует, что все сигналы системы ограничены, 
а ошибка слежения становится достаточно малой, 
т. е., несмотря на обеспечение высокой точности 
управления, всегда сохраняется очень маленькая 
ошибка слежения (как в моделировании, где 
ошибка слежения составляет 0.004 м при задан-

ных постоянных сигналах и 0.025 м при заданной 
траектории спиральной формы, и входит в «труб-
ку» 0.5 << 5 %). В то же время, предложенный в 
статье алгоритм не только обеспечивает ограни-
ченность всех сигналов контура управления, но и 
сходимость ошибки слежения к нулю.  
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Рис. 1. Движения трикоптера при заданных  
постоянных сигналах 

Fig. 1. Tricopter movements with given constant signals  

Кроме того, как видно из рис. 2, 3, 6 и 7, при 
действии входных ограничений в разработанной 
системе управления управляющие сигналы, ско-
рости вращения и углы наклона несущих винтов 
трикоптера на начальном этапе работы изменяют-
ся плавно, без резких скачков. Это отличает ее от 
системы из [37], где наблюдаются чрезмерно 
быстрые изменения этих сигналов в начале про-
цесса управления. 

Таким образом, предложенный в статье алго-
ритм управления обладает более высокой работо- 
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Fig. 2. Control signals with given constant signals: а – in the full process; б – in the initial process 
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Рис. 3. Скорости вращения и углы наклона несущих винтов трикоптера при заданных постоянных сигналах:  
а – в полном процессе; б – в начальном процессе 

Fig. 3. Rotation speeds and tilt angles of tricopter with given constant signals: а – in the full process; б – in the initial process 
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Fig. 4. Tricopter movements with given spiral trajectory 
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Fig. 5. Tricopter tracking errors with given spiral trajectory  
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Рис. 6. Управляющие сигналы при заданной траектории спиральной формы:  
а – в полном процессе; б – в начальном процессе 

Fig. 6. Control signals with given spiral trajectory: а – in the full process; б – in the initial process  
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способностью по сравнению с алгоритмом, при-
веденным в [37]. Это делает его особенно пер-
спективным для практического применения в та-
ких областях, как робототехника, авиакосми-
ческие системы, промышленная автоматизация и 
другие сложные динамические системы, где тра-
диционные методы управления могут оказаться 
недостаточно эффективными. 

Заключение. Статья представляет комплекс-
ное исследование адаптивного робастного алго-
ритма управления СЭМПО с повышенной рабо-
тоспособностью при неполной информации о 
параметрах объекта, частично неизвестной мат-
рицы управления и наличии насыщения управ-
ляющих сигналов. Исходя из полученных резуль-
татов, можно утверждать следующее: 

1. Разработана нелинейная математическая 
модель трикоптера с поворотными винтами, рас-
сматриваемого в качестве иллюстративного при-
мера СЭМПО, учитывающая насыщение управ-
ления и параметрическую неопределенность. 

2. Предложен новый адаптивный робастный 
алгоритм управления, сочетающий метод инвари-
антного погружения и функциональную аппрок-
симацию на основе ортогональных разложений. 

3. На основе анализа устойчивости по Ляпунову 
установлено, что предложенный алгоритм гаранти-
рует не только сходимость настраиваемых парамет-
ров к реальным значениям, но и ограниченность 
сигналов в системе с экспоненциальной сходимо-
стью к инвариантному множеству, размеры которо-
го регулируются параметрами управления. 

4. Проведенный сравнительный анализ резуль-
татов компьютерного моделирования наглядно 
демонстрирует существенные преимущества дан-
ного подхода в условиях неопределенности пара-
метров, частично неопределенной входной матри-
цы и насыщения входных воздействий. Разрабо-
танный в данной работе адаптивный робастный 
алгоритм управления обладает лучшей примени-
мостью для реального внедрения по сравнению с 
рассматриваемым аналогом из [37] и может быть 
распространен на класс СЭМПО, динамика кото-
рых описывается уравнениями Эйлера–Лагранжа. 
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Рис. 7. Скорости вращения и углы наклона несущих винтов трикоптера при заданной траектории спиральной формы:  
а – в полном процессе; б – в начальном процессе 

Fig. 7. Rotation speeds and tilt angles of tricopter with given spiral trajectory: а – in the full process; б – in the initial process 
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