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Аннотация. Представлен метод автоматизированной параллельной минимаксной аппроксимации 
функций    полиномами p pb b   из [ ]pb x  – т. е. определенными над подмножеством раци-

ональных b-ичных чисел конечной точности p. Такие полиномы гарантируют существование верхней 
границы абсолютной ошибки приближения, однако эти гарантии в литературе формулируются относи-
тельно всего множества действительных чисел ,  что делает их, строго говоря, применимыми лишь в 
области абстрактного анализа в противоположность реализуемым численно, в конечной точности, си-
стем нелинейных уравнений с помощью многомерного метода Хаусхолдера. Использование многомер-
ного метода позволяет обобщить существующие реализации поиска минимаксных полиномов на слу-
чаи произвольных дифференцируемых на области определения функций.  
Цель публикации заключается в обеспечении заданной точности аппроксимации в наихудших случаях, по-
этому расчет минимаксных полиномов выполняется с помощью длинной рациональной арифметики; его 
результаты округляются до чисел с плавающей запятой выбранной точности, и при этом обеспечиваются 
гарантии относительно численных ошибок не более половины единицы-на-последнем-месте (ULP) [1].  
Полученные результаты, включающие в себя реализацию алгоритма Ремеза на основе многомерного 
метода Хаусхолдера и методов длинной рациональной арифметики, реализованы экспериментально и 
доступны читателю для верификации. 
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Abstract. The paper presents a method for automated parallel minimax approximation of functions    
by polynomials p pb b   из [ ]pb x  – that is, defined over a subset of rational b-numbers of finite precision 

p. Such polynomials guarantee the existence of an upper bound on the absolute approximation error, but 
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these guarantees are formulated in the literature with respect to the entire set of real numbers ,  which 
makes them, strictly speaking, applicable only in the field of theoretical analysis, as opposed to the numerical, 
with finite precision, solutions of systems of nonlinear equations using the multidimensional Householder. The 
use of the multidimensional method makes it possible to generalize existing implementations of the search for 
minimax polynomials to cases of arbitrary differentiable functions in the domain of definition.  
The purpose of the work is to provide guarantees regarding the accuracy of the approximation in the worst 
cases, therefore, the calculation of minimax polynomials is performed using long rational arithmetic; the results 
are rounded to floating-point numbers of the selected precision which provides guarantees regarding numeri-
cal errors of no more than half the unit-in-last-place (ULP) [1].  
The results obtained by the authors include a numerical implementation of the Remez exchange algorithm 
based on the multidimensional Housholder method in arbitrarily finite precision. The experimental implemen-
tation is described in the paper as well as the results of the experimental research. The implementation, and 
therefore the results, are available for readers to be verified.  

Keywords: accuracy guarantees, multidimensional Householder method, long rational arithmetic, numerical 
errors and ULP guarantees, Remez algorithm, non-uniform function approximation 
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Введение. Аппроксимация – ключевой ин-
струмент в математике и технике, позволяющий 
заменять сложные объекты более простыми для 
решения задач. Нередко аналитического решения 
не существует, и тогда используются численные 
методы аппроксимации. Теорема Вейерштрасса 
показывает, что непрерывную функцию можно с 
любой точностью приблизить полиномом. Со-
временная теория аппроксимации изучает методы 
приближения функций с использованием более 
простых, «базисных» функций, и оценивает по-
грешности. Выбор метода аппроксимации зави-
сит от условий задачи, требований к точности и 
доступных ресурсов. Одна из важных задач – ре-
ализация приближений в компьютерных библио-
теках так, чтобы получаемый результат был мак-
симально точным и соответствовал правилам 
округления, т. е. с погрешностью не более поло-
вины единицы младшего разряда. 

Это достигается за счет использования мно-
гочлена высокой степени и сужения области, в 
которой многочлен должен аппроксимировать 
функцию. Сужение области часто может быть 
достигнуто за счет использования различных 
формул сложения или масштабирования для ап-
проксимируемой функции. 

Современные математические библиотеки ча-
сто разбивают область определения аппроксими-
руемой функции на множество малых сегментов 
и используют полином низкой степени для каж-
дого сегмента. Как только область (обычно ин-
тервал на   или n-мерный куб Лебега на )n  и 
степень многочлена выбраны, сам многочлен вы-
бирается таким образом, чтобы минимизировать 
ошибку наихудшего случая. Т. е. цель состоит в 
том, чтобы минимизировать на области опреде-
ления x максимальное значение: 

( ) ( ) ,P x f x   

где P(x) – аппроксимирующий полином; f(x) – 
фактическая функция; обе выполняют отображе-

ние S1 → S2, где  21 2 ,  .nS S n    
Улучшить аппроксимацию точки минимума 

можно за счет полиномов более высокой степени 
или сужения интервала аппроксимации. В числен-
ных вычислениях ошибки неизбежны из-за ограни-
ченного количества значащих цифр, ошибок округ-
ления и других приближений. Инструменты, такие 
как логарифмические линейки и калькуляторы, 
также дают приближенные результаты. Компьютер-
ные вычисления имеют ограниченную точность из-
за разрядности представления чисел. Точность 
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можно повысить, используя более точные методы 
или увеличивая разрядность чисел. Аппроксимация 
необходима, если число не может быть представле-
но конечным числом разрядов. 

Для реализации вычислений с произвольными 
гарантиями точности может оказаться недостаточ-
ным использование лишь распространенных фор-
матов чисел с плавающей точкой – IEEE-754 
и т. п., требуется метод кастомизации точности 
представления и операций над рациональными 
значениями, основанный на длинной целочис-
ленной арифметике [2].  

Гарантии точности, в свою очередь, оказывают 
значительный негативный эффект на оператив-
ность и энергоэффективность решения вычисли-
тельной проблемы, основанной на вещественной 
арифметике, причем последняя во многих случаях 
оказывается в значительной степени ограничива-
ющим фактором, например автономности, мо-
бильности, стоимости и применимости решения. 

Предложенные методы могут быть использо-
ваны для численного решения оптимизационных 
задач поиском их минимаксной аппроксимации. 

В численном анализе методы Хаусхолдера – 
это класс алгоритмов поиска корней уравнений 

функций одной переменной из ,n  которые на 
всей области определения (для которой осу-
ществляется аппроксимация) должны быть диф-
ференцируемы столько же раз, каков порядок ме-
тода Хаусхолдера.  

Методы Хаусхолдера представляют собой чис-
ленные алгоритмы решения нелинейного уравнения 
f(x) = 0. В этом случае функция f должна быть 
функцией из некоторого эвклидова пространства 
[3]. Эти методы состоят из последовательности 
итераций. В статье рассмотрены методы двух 
первых порядков – Ньютона и Хейли.  

Метод Ньютона (метод касательных, метод 
секущих) – алгоритм нахождения корней диффе-
ренцируемых функций, который использует ите-
ративную функцию для аппроксимации ее кор-
ней. Это – простой и эффективный алгоритм для 
приближенного нахождения корней действитель-
нозначных функций, т. е. решения уравнений ви-
да f(x) = 0. На функцию накладываются требования 
наличия хотя бы одного корня и дифференцируемо-
сти на интервале поиска, мультипликативной ин-
версии ее производной на этом интервале [4].  

Пусть для случая    имеется начальное 
приближение для корня x0 (которое, например, под-
бирается аналитически) и известно, что корень ле-
жит в интервале [a; b]. Тогда, используя некоторое 
априорно известное приближение функции f и про-
изводной f   в точке x0, например рядом Тейлора, 
из определения производной следует: 

0 0 0( ) ( ) ( ) ( ).f x f x x x f x    

Тогда можно построить рекуррентное соот-
ношение для нахождения корня: 

1
( )

,
( )

i
i i

i

f x
x x

f x  
 

 

где i – это номер шага алгоритма. 
В более общем случае f: n m   аналогич-

ные формы имеют вид 
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 – матрица Якоби, и 

fi:   – i-я компонента вектор-функции f. 
Относительно требований к памяти хранение 

промежуточных значений при итерационном вы-
числении xi не требуется, достаточно иметь толь-
ко две переменные: для текущего i-го значения и 
для нового (i + 1)-го. 

Также требуется реализовать f и ее Якобиан 
Jnm – как вычислимые функции из .n  

Метод Ньютона очень важен в вычислитель-
ной математике: в большинстве случаев именно 
его используют для нахождения численных ре-
шений уравнений. Метод Ньютона обладает 
квадратичной сходимостью, т. е. на каждой ите-
рации абсолютное отклонение приближенного 
значения корня от истинного возводится в квад-
рат, т. е. число верных знаков удваивается [5]. 

Метод Хэйли (Halley's method, tangent hyper-
bolas method, метод касательных гипербол) – это 
алгоритм нахождения корня, используемый для 
дважды дифференцируемых функций одной дей-
ствительной переменной с непрерывной второй 
производной. Метод состоит из последовательно-
сти итераций: 
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В общем случае f: n n   аналогичное 
значение будет иметь вид 
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– n-мерный тензор 3-го порядка.  
По сравнению с методом Ньютона преимуще-

ство метода Хэйли заключается в том, что он схо-
дится быстрее (у метода Хэйли кубическая схо-
димость), однако для этого требуется ресурсоем-
кое вычисление тензора Hnn(x), как видно из (1). 
Поскольку эти два метода часто взаимозаменяе-
мы (это означает, что для данного корня условия 
сходимости выполняются для обоих методов), 
метод Хэйли предпочтителен только в случаях, 
когда 	Hnn достаточно легко вычислить. В боль-
шинстве же многомерных случаев, включая ис-
следованные экспериментально в настоящей ста-
тье, метод Хаусхолдера первого порядка оказыва-
ется достаточным и предпочтительным. 

Постановка задачи. Задача нахождения мини-
максных приближений, обеспечивающих наилуч-
шее приближение функции при наихудшем слу-
чае, важна во многих областях. Однако поиск та-
ких приближений часто требует значительных 
вычислительных затрат. Существует потребность 
разработки методов, обеспечивающих автомати-
зированный и эффективный поиск минимаксных 
приближений с гарантированной точностью, при 
этом минимизируя затраты на вычисления. 

Цели исследований: 
1. Разработка и анализ новых автоматизирован-

ных методов поиска минимаксных приближений. 
2. Исследование способов повышения энер-

гоэффективности и скорости работы таких методов. 
3. Демонстрация эффективности предложен-

ных методов на примерах. 
Численная реализация минимаксного при-

ближения. Алгоритм минимаксной аппроксима-
ции – это метод нахождения приближения мате-

матической функции, которое минимизирует мак-
симальную ошибку [4]. Основным результатом 
минимаксной аппроксимации служит теорема, 
принадлежащая Чебышеву: p* является мини-
максным приближением степени n к функции f на 
[a, b] тогда и только тогда, когда существуют по 
крайней мере n + 2 значения 0 1a x x     

( 1)nx b   таких, что 

*

* *
0 0

( ) ( )

( 1) ( ) ( ) .

i i
i

p X f X

p X f X f p 

 

       
 

Предположим, что 2
0 1 2( )p x a a x a x     – 

минимаксное приближение к sin (x) на отрезке 

0, .
2
 

  
 Из теоремы Чебышева следует, что су-

ществуют по меньшей мере четыре значения x0–x3 
при которых максимальная ошибка аппроксимации 
достигается чередующимися знаками. Выпуклость 
синусоидальной функции подразумевает x0 = 0 и 

3 .
2

x 
  С помощью минимаксного приближения 

можно составить систему нелинейных уравнений 
следующего вида: 
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 (2) 

Для решения задачи минимаксного прибли-
жения с помощью метода Хаусхолдера был со-
здан следующий алгоритм: 

1. Предварительная оценка точек, в которых 
ожидается максимальное значение ошибки ап-
проксимации. Абсциссы точек выбираются рав-
ными узлам Чебышева XЧ. 

2. Предварительная расчет коэффициентов 
полинома [6]. Для расчета коэффициентов поли-
нома выполняется интерполяция Ньютона, осно-
ванная на вычислении разделенных разностей. 
Компоненты разделенных разностей хранятся в 
таблице поиска. Значение функции вычисляется 
иными, менее эффективными методами, приве-
денными авторами в [7], например с помощью 
аппроксимации Тейлора, пока относительная 
ошибка превышает машинную ε [5], [8]. 
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3. Использование алгоритма Ремеза [9] для 
циклического нахождения оптимального много-
члена аппроксимации для заданной функции на 
области определения, и вычисление этого много-
члена методом Хаусхолдера для численного при-
ближения этой функции с использованием 
найденных коэффициентов многочлена [10]. 

Сначала фиксируются значения x для нахож-
дения коэффициентов полинома. Их значения 
вычисляются с помощью многомерного алгорит-
ма Хаусхолдера первого порядка: 
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предполагаемой максимальной ошибки полино-
миального приближения ε. 

Далее с найденными коэффициентами a нахо-
дим значения x, уточняя расположение в области 
определения узлов Чебышева на основе ранее 
предположенных значений x0, …, xn+1: 

где h(xk) – это новые значения x, которые равны 
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      с полученными в 

результате (3) коэффициентами a0, …, an и ошиб-
кой ε. 

4. Оценка того, насколько расходится резуль-
тат шага 3, т. е. a и x, по сравнению с предыду-
щими итерациями алгоритма Ремеза: если коли-

чество старших разрядов мантиссы каждого чис-
ла с плавающей точкой, которые остаются неиз-
менными между итерациями, уменьшается, это 
воспринимается как признак расходимости реа-
лизации [9]. Отметим, что даже если выполняется 
условие Хаара [2], сходимость алгоритма Ремеза, 
имеющая место в ,  может отсутствовать в ко-
нечном множестве чисел с плавающей точкой, 
аппроксимирующих .  

Реализация экспериментов по измерению 
эффективности и обсуждение результатов. Все 
вышеприведенные операции, кроме отображения 
f и конечной разности, аппроксимирующей зна-
чение производной в точке, а также при вычисле-
нии узлов Чебышева XЧ и f(XЧ) для начальной 
оценки x0, …, xn+1 и a0, …, an, ε в (3) и (4), вы-
полняют вычисления в поле рациональных чисел 

.  Поэтому, если используемая в реализации 
числовая система позволяет использовать неогра-
ниченно большую, но конечную, точность ман-
тиссы, то в такой системе циклическое вычисле-
ние (3) и (4) можно реализовать без потерь в точ-
ности, связанной с аппроксимацией до фиксиро-
ванной точности мантиссы, но с учетом потерь 
точности при вычислении значений f и df/dx. 

Поэтому для реализации экспериментов авто-
рами использована числовая система: 
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тата описанного алгоритма до числа с плавающей 
точкой с ошибкой не более 0.5 ULP [1].  

Далее приведены результаты измерений опера-
тивности и энергоэффективности реализации поис-
ка минимакса. Хотя измерение оперативности реа-
лизуется на современных универсальных процессо-
рах тривиально (приведенные далее значения полу-
чены с помощью часов std::chrono::steady_clock 
стандартной библиотеки C++), доступ к датчикам 
энергопотребления в значительно большей степе-
ни ограничен. Например, современные микро-
процессоры Intel и AMD предоставляют доступ к 
этим датчикам посредством регистров MSR 
(Model-Specific Register), чтение которых осу-
ществляется с помощью инструкции RDMSR. 
Однако из соображений безопасности выполне-
ние этой инструкции ограничивается только ад-
ресным пространством ядра операционных си-
стем Windows и Linux. И хотя последняя, в слу-
чае, когда не используется виртуализация, отоб-
ражает эти регистры на файловую систему по 
адресу /dev/cpu/<номер логического ядра>/msr, 
для доступа из-под Windows требуется использо-
вание драйвера пространства ядра. 

Значения энергопотребления считаны посред-
ством обращения к регистрам 0x611 (энергопо-
требление) и 0x606 (выраженное в джоулях зна-
чение единицы энергопотребления) микропро-
цессора Intel Xeon E5-2695 v2. 

Реализация всех экспериментов доступна чи-
тателю в GIT-репозитории по веб-адресу https:// 
gitlab.com/lpsztemp/parallel-remez. 

Были рассмотрены две версии реализации ал-
горитма посредством написания кода: последова-
тельная и параллельная. Для оценки энергоэф-
фективности и оперативности алгоритма были 
выбраны критерии оценки: потребление энергии 
алгоритмом (в джоулях) и время выполнения раз-
ных частей алгоритма (в миллисекундах). Для 
измерения оперативности и энергоэффективности 
были взяты точки отсчета для последовательной 
формы: после поиска коэффициентов полинома 
(2) и после поиска корней полиномов (3), т. е. 
было измерено время всего цикла, который нахо-
дит решение Хаусхолдера. Предложенный подход 
к выбору контрольных точек обоснован их соот-
ветствием ключевым этапам вычислительного 
процесса, оказывающим существенное влияние 
на общую производительность алгоритма. Дан-
ный методологический прием обеспечивает воз-
можность детального анализа динамики работы 
алгоритма, что позволяет выявить различия в 

энергопотреблении и временных характеристиках 
между последовательной и параллельной реали-
зациями, а также служит основой для валидации 
их корректности. Полученная детализированная 
оценка производительности, основанная на мето-
дах эмпирического исследования, есть необходи-
мая предпосылка для выявления потенциальных 
преимуществ параллельной реализации и опти-
мизации ее параметров. 

Результаты измерений были сведены в табли-
цы и представлены в виде графиков: для значений 
энергии – табл. 1 и рис. 1, для значений времени – 
табл. 2 и рис. 2. 

Табл. 1. Значения энергий, используемые  
для нахождения многочленов заданных степеней  

и с заданной точностью 
Tab. 1. Energy values used to find polynomials  
of specified degrees and with specified accuracy 

Степень 
полинома 

Потребление энергии, Дж 
Поиск коэффициентов 

полиномов 
Поиск корней 

полиномов 
1 3.10463 1.00381 
2 6.49492 5.13419 
3 17.3419 21.7493 
4 38.0201 53.1864 
5 93.102 137.128 
6 8853.73 267.377 
7 359.75 652.989 
8 611.58 1102.24 
9 12 527 2260.15 

10 1867.73 3278.35 
11 3337.11 6562.91 
12 36 408.8 8384.93 
13 7644.48 14 465.7 
14 11 285.8 17 429.4 
15 15 987.3 35 343.6 
16 21 869 44 482.9 
17 5616.88 65 195.2 
18 42 544.2 19 190.7 
19 61 039.3 61 770.5 
20 54 853.8 24 511.3 

Энергопотребление сильно варьируется в зави-
симости от степени полинома и этапа вычислений. 
Нет однозначной тенденции к росту или снижению 
потребления энергии с увеличением степени поли-
нома. На большинстве степеней полинома этап по-
иска корней полиномов потребляет больше энергии, 
чем поиск коэффициентов полиномов.  

В целом, время выполнения на всех этапах 
увеличивается с ростом степени полинома, что и 
ожидается, поскольку усложнение вычислений 
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приводит к увеличению затрат времени. Видно, 
что разница в затратах времени между первыми и 
последними степенями полинома исчисляется 
порядками величин. Время выполнения на обоих 
этапах увеличивается с ростом степени полинома. 
Это соответствует ожидаемому поведению, так 
как усложнение вычислений приводит к увеличе-
нию временных затрат. 

Табл. 2. Время, затраченное на поиск многочленов 
заданных степеней и с заданной точностью 

Tab. 2. The time spent searching for polynomials  
of specified degrees and with specified accuracy 

Степень 
полинома 

Затраченное время, мс 

Поиск коэффициентов 
полиномов 

Поиск корней 
полиномов 

1 102 34 
2 188 184 
3 585 793 
4 1163 1782 
5 2663 3557 
6 5056 7067 
7 9089 17 343 
8 17 001 28 767 
9 30 941 59 522 

10 47 737 96 448 
11 84 265 173 283 
12 128 323 251 052 
13 198 769 423 983 
14 277 733 590 276 
15 432 809 926 130 
16 570 313 1 232 846 
17 843 362 1 885 308 
18 1 101 890 2 432 822 
19 1 572 285 3 537 045 
20 1 991 022 4 466 333 

По сравнению с энергией, этап «Поиск корней 
полиномов» также занимает значительно больше 
времени, чем этап «Поиск коэффициентов поли-
номов», что подтверждает необходимость оптими-
зации именно этого этапа для улучшения общего 
времени выполнения алгоритма. 

Аномалии в энергопотреблении и времени 
выполнения на некоторых степенях полинома 
указывают на возможность оптимизации алго-
ритма. Например, исследование причин высокого 
потребления энергии и времени на степенях 6 и 
12 может привести к значительному улучшению 
производительности алгоритма в целом. 

Выводы и заключение. В данной статье был 
представлен метод автоматизированной парал-
лельной минимаксной аппроксимации функций 
полиномами, определенными над множеством 
рациональных чисел с плавающей запятой. Этот 
подход направлен на решение проблемы ограни-
ченной применимости традиционных методов 
минимаксной аппроксимации в реальных числен-
ных расчетах, где гарантии точности часто фор-
мулируются для всей области действительных 
чисел, что делает их не всегда применимыми для 
вычислений с конечной точностью. 

Основное новшество работы заключается в 
разработке и экспериментальной реализации ал-
горитма Ремеза на основе многомерного метода 
Хаусхолдера, который позволяет выполнять ми-
нимаксные приближения функций с гарантиро-
ванной точностью в конечной арифметике. Для 
повышения производительности и энергоэффек-
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Рис. 1. Значения энергий, используемые для нахождения многочленов  
заданных степеней и с заданной точностью 

Fig. 1. Energy values used to find polynomials of specified degrees  
and with specified accuracy 
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тивности были использованы параллельные и 
векторные алгоритмы сложения длинных целых 
чисел с опережающим переносом, что позволило 
достичь значительного ускорения вычислений по 
сравнению с существующими библиотеками. 

Экспериментальные результаты показали, что 
предложенные алгоритмы обеспечивают высокую 
эффективность, это открывает новые возможно-
сти для применения минимаксных приближений 
в задачах численного анализа, где требуется вы-
сокая точность и производительность. В частно-
сти, исследование продемонстрировало, что этап 
поиска корней полиномов потребляет больше 
энергии и времени по сравнению с поиском ко-

эффициентов полиномов, что подчеркивает необ-
ходимость дальнейшей оптимизации этого этапа. 

Таким образом, представленный подход ре-
шает важную проблему обеспечения гарантий 
точности в минимаксных аппроксимациях при 
конечной арифметике и предоставляет основу 
для дальнейших исследований и разработок в 
области численного анализа и вычислительной 
математики. Эти результаты могут быть исполь-
зованы для улучшения точности и производи-
тельности таких различных приложений, требу-
ющих высококачественных приближений функ-
ций, как моделирование физических процессов, 
обработка сигналов и другие. 
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