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Аннотация. Рассматриваются вопросы разработки и исследования адаптивных систем управления три-
коптером с поворотными винтами, описываемым в виде уравнений Лагранжа–Эйлера, в условиях не-
определенных аэродинамических коэффициентов и частично неопределенной матрицы входа. Разра-
ботаны и исследованы две адаптивные системы управления, синтезированные на основе метода инва-
риантного погружения для класса лагранжевых нелинейных систем: 1) адаптивная система управления в 
скользящем режиме и 2) адаптивная система управления с использованием метода аппроксимации 
функций. Устойчивость обеих разработанных адаптивных систем обоснована методом функций Ляпуно-
ва. Первая адаптивная система управления оказывается реализуемой только для объектов второго или 
третьего порядка (и/или с одним входом и одним выходом), а вторая адаптивная система управления 
реализуема для класса лагранжевых нелинейных систем любого порядка в условиях неопределенных 
параметров и частично неопределенной матрицы входа. Приведены результаты компьютерного иссле-
дования второй адаптивной системы управления трикоптером с поворотными винтами для подтвер-
ждения ее эффективности в вышеуказанных условиях. 

Ключевые слова: трикоптер с поворотными винтами, адаптивная система управления, управление в 
скользящем режиме, метод инвариантного погружения (I&I), метод аппроксимации функций, неопреде-
ленные аэродинамические коэффициенты, частичная неопределенность матрицы входа, моделирование 

Для цитирования: Нгуен З. Х., Путов В. В., Шелудько В. Н. Адаптивные системы управления трикопте-
ром с поворотными винтами, разработанные на основе метода инвариантного погружения в условиях 
неопределенных аэродинамических коэффициентов и частично неопределенной матрицы входа // Изв. 
СПбГЭТУ «ЛЭТИ». 2024. Т. 17, № 8. С. 8194. doi: 10.32603/2071-8985-2024-17-8-81-94. 

Конфликт интересов. Авторы заявляют об отсутствии конфликта интересов. 

Original article  

Adaptive Control Systems for a Tricopter with Rotary Propellers Based  
on Invariant Immersion Method under Conditions of Uncertain  
Aerodynamic Coefficients and Partially Uncertain Input Matrix 

Duy Khanh Nguyen, V. V. Putov, V. N. Sheludko 

Saint Petersburg Electrotechnical University, Saint Petersburg, Russia 
 khanhnguyen.mta@gmail.com 

Abstract. In this work, the authors set out to develop and investigate adaptive control systems for a tricopter 
with rotary propellers described in terms of Lagrangian–Euler equations under conditions of uncertain aerody-
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namic coefficients and a partially uncertain input matrix. Two adaptive control systems synthesized based on 
the invariant immersion method for a class of Lagrangian nonlinear systems are developed and investigated: 
1) a sliding mode adaptive control system and 2) an adaptive control system using the function approximation 
method. The stability of both developed adaptive systems is justified by the Lyapunov function method. The 
former adaptive control system turns out to be realizable only for objects of second or third order (and/or with 
one input and one output), while the latter adaptive control system is realizable for a class of Lagrangian non-
linear systems of any order under conditions of uncertain parameters and a partially uncertain input matrix. 
The results of a simulation study of the latter adaptive control system for a tricopter with rotary propellers are 
presented to validate its effectiveness under the above conditions. 

Keywords: tricopter with rotary propellers, adaptive control system, sliding mode control, invariant immersion 
(I&I) method, function approximation method, uncertain aerodynamic coefficients, partial uncertainty of the 
input matrix, modeling  
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Введение. В течение последних нескольких 
десятилетий беспилотные летательные аппараты 
(БПЛА) широко исследовались и применялись в 
гражданских сферах. Благодаря небольшому весу, 
невысокой цене, гибкости и маневренности в по-
лете БПЛА типа мультикоптеров широко исполь-
зуются во многих различных областях – в аэрофо-
тосъемке, грузовых перевозках, мониторинге го-
родского движения, анализе качества атмосферы, 
прогнозе погоды, мониторинге урожая и опрыски-
вании, обнаружении пожаров, поиске и спасении 
людей в стихийных бедствиях, мониторинге высо-
ковольтных линий электропередачи (ЛЭП) и тру-
бопроводных сооружений [1]–[3]. Сегодня трико-
птеры с поворотными винтами как новая разра-
ботка в классе мультикоптеров привлекают боль-
шое внимание благодаря своим выдающимся 
преимуществам по сравнению с мультикоптерами 
других конфигураций [4]–[8].  

При синтезе управления трикоптерами с пово-
ротными винтами с целью улучшения их полетных 
характеристик сталкиваются с проблемами, свя-
занными с неопределенными аэродинамическими 
коэффициентами и частично неопределенной мат-
рицей входа. Эти проблемы вполне разрешимы 
при использовании адаптивного управления. 

Адаптивное управление начало стремительно 
развиваться в России и за рубежом с 1950-х гг. 
[9]–[15]. Наиболее распространенные методы 
адаптивного управления синтезируются на осно-
ве метода функций Ляпунова и использования 
оценок неизвестных параметров вместо их фак-
тических значений (в зарубежной литературе это 
называется принципом эквивалентной опреде-

ленности – Certainty Equivalence Principle). По 
условию обнуления выражения, зависящего от 
оценки неизвестных параметров в производной 
функции Ляпунова, можно найти адаптивный 
закон настройки параметров, называемый инте-
гральной адаптацией. Однако не существует об-
щего закона или методики нахождения функций 
Ляпунова, особенно для сложных неопределен-
ных нелинейных систем. Кроме того, эти адап-
тивные методы управления обеспечивают лишь 
асимптотическую устойчивость систем, но не 
сходимость оценок неизвестных параметров к их 
фактическим значениям.  

Метод инвариантного погружения (I&I – Im-
mersion and Invariance) [16]–[18] представляет 
собой новый современный подход к разработке 
нелинейных и адаптивных систем управления. 
При синтезе управления методом инвариантного 
погружения не требуется нахождения функций 
Ляпунова для проектирования адаптивных зако-
нов настройки параметров. Ошибки оценивания 
неизвестных параметров и их динамика связыва-
ются инвариантным многообразием. Кроме того, 
дополнительный нелинейный компонент β вклю-
чается в выражения для ошибок оценивания не-
известных параметров. Это означает, что функция 
β добавляет «пропорциональную» составляющую 
к «интегральной» составляющей закона настрой-
ки параметров. Такой адаптивный закон управле-
ния называется нелинейной пропорционально-
интегральной (ПИ) адаптацией. Упомянутые осо-
бенности метода инвариантного погружения 
обеспечивают повышение гибкости динамики 
ошибок оценивания и адаптивных законов 
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настройки [19], [20]. Сходимость ошибок оцени-
вания неизвестных параметров к нулю не гаран-
тируется (они сходятся к нулю либо при выпол-
нении условия неисчезающего возбуждения, как в 
традиционных методах адаптивного управления, 
либо при ненулевом векторе их регрессоров), но 
сходимость произведения вектора регрессора и 
вектор-столбца ошибок оценивания неизвестных 
параметров обеспечивается, т. е. оценки функций 
линейной регрессии (оценки произведения векто-
ра регрессора и вектор-столбца параметров) схо-
дятся к их фактическим функциям линейной ре-
грессии. Следовательно, качественные показатели 
адаптивного управления, синтезированного на 
основе метода инвариантного погружения, улуч-
шаются в сравнении с традиционным адаптив-
ным управлением. В настоящее время метод ин-
вариантного погружения находит все более ши-
рокое применение при синтезе управления слож-
ными неопределенными нелинейными система-
ми – такими, как роботы, воздушные и косми-
ческие летательные аппараты, корабли и наземные 
подвижные объектов различного назначения. 

Следующая проблема, требующая внимания 
при синтезе систем управления сложными объек-
тами, – это неопределенность входной матрицы, 
непосредственно связанной с вектором входного 
воздействия. Такая неопределенность может при-
вести к ошибкам при синтезе управления, тем 
самым снижая его устойчивость и качество и да-
же вызывая неустойчивость системы управления. 
Для решения этой проблемы в литературе зача-
стую синтезируется адаптивное управление лине-
аризованными системами с эталонной моделью 
при неизвестной входной матрице [21, п. 2.10] 
или при разделении (декомпозиции) входной мат-
рицы на произведение известной и неизвестной 
диагональной матриц [22]. Кроме того, с целью 
синтеза адаптивного управления и устранения 
негативного влияния неопределенности входной 
матрицы также используются метод инвариант-
ного погружения, метод обхода интегратора с 
функцией Нуссбаума и управление в скользящем 
режиме с функцией Нуссбаума, но для систем с 
одним входом, систем невысокого (второго или 
третьего) порядка или для сложных систем высо-
кого порядка с несколькими входами и выходами, 
допускающих разделение на несколько подсистем 
невысокого (второго или третьего) порядка с од-
ним входом и одним выходом [23]–[26]. Таким 
образом, в настоящее время актуален синтез 
адаптивного управления сложными нелинейными 
системами с несколькими входами и выходами, 
описываемыми в виде уравнения Эйлера–Лагран-

жа в условиях неопределенности недиагональной 
входной матрицы высокого порядка. 

В данной статье представляются две адаптив-
ные системы управления сложным нелинейным 
объектом высокого порядка типа трикоптера с 
поворотными винтами, синтезированные на ос-
нове метода инвариантного погружения в услови-
ях неопределенных аэродинамических коэффи-
циентов и частично неопределенной матрицы 
входа. Полная динамика трикоптера с поворот-
ными винтами описывается векторно-матричным 
уравнением Эйлера–Лагранжа. Алгоритмы адап-
тивного управления, синтезированные в статье, 
могут быть применены для класса лагранжевых 
нелинейных систем с неопределенными парамет-
рами и неопределенной матрицей входа. 

Математическая модель трикоптера с по-
воротными винтами. Система дифференциаль-
ных уравнений, описывающая движение трикоп-
тера с поворотными винтами в пространстве, 
представляется в виде следующего векторно-
матричного уравнения Лагранжа–Эйлера [4], [27]: 

   ,  M q q С q q q G    

       ,d p t  B q Hu F q F  (1) 

где 
тт т 6 ,   q ξ η   тx y zξ  – вектор 

координат центра масс трикоптера, η = 

 т     – вектор углов ориентации трико-
птера: ϕ – угол крена, θ – угол тангажа 

 , 2, 2  ,     и  ,    – угол рыска-

ния; n  – вещественное пространство размерно-

сти n;   3 3

3 3

a

a





 
  
 

M O
M q

O J
, где 3a mM E , m – 

масса трикоптера, Om×n – нулевая матрица раз-
мера m × n; En – единичная матрица n-го порядка; 

  т
a eb ebJ q P JP  – симметричная матрица, Peb – 

матрица преобразования угловых скоростей углов 
Эйлера в угловые скорости относительно корпуса 
трикоптера; J – матрица моментов инерции три-

коптера;  т0 0 0 0 0 ;mgG  g – ускоре-
ние свободного падения;  

   
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где Reb – матрица перехода из связанной с трикоп-
тером системы координат В В ВX Y Z  в земную си-

стему координат ;E E EX Y Z  6 6H – матрица 
входа, элементы которой зависят от аэродинамиче-
ских коэффициентов сил и моментов тяги kf  и kτ;  

     

     

2 2 2
1 1 2 2 3 3

т2 2 2 6
1 1 2 2 3 3

sin sin sin

cos cos cos

      

      

u
 

– вектор входных воздействий, зависящий от ско-
ростей и углов наклона винтов, ωi – скорость 
вращения i-го винта, i  – угол наклона i-го винта 
(i = 1, 2, 3);  

       
тт т 6

d be    
      F q R d D q d D q    

– вектор обобщенных сил и моментов сопротивле-

ния воздуха, где  т ;u u v v w w D   D  
т

;               diag ;x y zd d d    d

diag d d d      d ; , , , , ,x y zd d d d d d    – 

коэффициенты аэродинамического сопротивле-
ния воздуха; u, v, w – элементы вектора скорости 
центра масс трикоптера в системе координат

;В В ВX Y Z    6
p t F  – вектор обобщенных не-

известных внешних возмущений. Отметим, что в 
статье не рассматривается влияние внешних воз-
мущений, т. е. считается, что   0.p t F   

Построение адаптивной системы управления 
на основе метода инвариантного погружения и 
управления в скользящем режиме. В первую 
очередь преобразуем (1) с учетом   0p t F  к 

следующему виду: 
   ,  M q q С q q q G    

     0 1, ,k  B q H H u N q q h  (2) 

где 6 6
k

H  – часть матрицы входа с известными 
постоянными элементами ( kH  – невырожденная 

матрица);   6 6
0 k

  H H H  – часть матрицы 
входа с неизвестными постоянными элементами, 
зависящими от неопределенности аэродинамиче-
ских коэффициентов сил и моментов тяги fk  и k ; 

      6 6, ,d
  N q q B q D q   

 
6 6diag ;

d

u u v v w w 



         

D q

     
 

т 6
1 x y zd d d d d d     h  – вектор 

неизвестных коэффициентов аэродинамического 
сопротивления воздуха. 

Обозначая  

     1 6
0 , ;     f q,q M q С q q q G     

     1 6 6
1 , ;  f q,q M q N q q    

     1 6 6
0 ,  g q M q B q   

перепишем (2) следующим образом: 

       0 1 1 0 0 .k   q f q,q f q,q h g q H H u    (3) 

Исходя из свойств матриц, имеем выражение  

      
6

0 0 0 0 2 2
1

,j j
j

u


 g q H u g q H f q, u h  (4) 

где 6
0 j H  – j-й столбец матрицы H0; 

ju   – j-й элемент вектора входных воздей-

ствий u,  1,6 ;j    

 
 

2
6 36

1 0 2 0 3 0 4 0 5 0 6 0u u u u u u 



 

f q,u

g g g g g g
 

– известная матрица-регрессор; 2 h  
тт т т т т т 36

01 02 03 04 05 06   H H H H H H  – 
вектор неизвестных параметров, связанных с не-
определенными аэродинамическими коэффици-
ентами. 

Учитывая (3) и (4), получим следующее урав-
нение: 

   0 1 1  q f q, q f q, q h    
    2 2 0 .k f q,u h g q H u  (5) 

Введем поверхность скольжения вида [28] 

   ,t  s e Λe  (6) 

где      dt t t e q q  – вектор ошибок слеже-

ния;  d tq – вектор желаемых траекторий трико-

птера; т 6 6 Λ Λ  – положительно определен-
ная числовая матрица. 

Из (5) и (6) найдем производную по времени 
вектор-функции (6): 

0 1 1 2 2 0 .k d       s e Λe f f h f h g H u Λe q      (7) 

Используя метод инвариантного погружения, 
вводим векторы ошибок оценивания неизвестных 
параметров вида [16]–[18] 
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 

 
1 1 1 1

2 2 2 2 1

ˆ ;
ˆ ˆ, ,

   


  

σ h h β s

σ h h β s h
 (8) 

где 1 2ˆ ˆ,h h  – векторы оценок неизвестных векто-

ров 1 2, ;h h     1 2 1ˆ, ,β s β s h  – гладкие вектор-
функции;  

тт т т т т т 36
2 21 22 23 24 25 26 ,   β β β β β β β   

 6
2 1, 6 .j j β  

Динамика ошибок оценивания (8) записыва-
ется следующими выражениями: 

 

 

   

1
1 1

2 1 2 1
2 2 1

1

ˆ ;

ˆ ˆ, ,ˆ ˆ .ˆ

 
  

       

β sσ h s
s

β s h β s h
σ h s h

s h

 

 
 (9) 

Подставляя (7) в (9), имеем 

 

 

 

1
1 1

0 1 1 2 2 0

2
2 2

0 1 1 2 2 0

2
1

1

ˆ

;

ˆ

ˆ .ˆ

k d

k d

 
  


     


   


      


 

βσ h
s

f f h f h g H u Λe q
βσ h
s

f f h f h g H u Λe q
β h
h



 



 



 (10) 

Выберем алгоритм нелинейной пропорцио-
нально-интегральной адаптации следующим об-
разом: 

  

   


   



1
1 0 1 1 1 2 2 2

0

2
2 0 1 1 1 2 2 2

2
0 1

1

т т1 2
1 1 2 2

ˆ ˆ ˆ

;

ˆ ˆ ˆ

ˆ ;ˆ

; ,

k d

k d

        
  
          
    


   
  

βh f f h β f h β
s

g H u Λe q
βh f f h β f h β
s

βg H u Λe q h
h

β βΓ f Γ f
s s



 



 

 (11) 

где 6 6 36 36
1 2  ,  Γ Γ  – симметричные по-

ложительно определенные числовые матрицы. 
Исходя из (8), (10), (11), получим окончатель-

ное выражение для динамики ошибок оценивания 
неизвестных параметров: 

 
т т

1 1 1 1 1 1 1 2 2
т т

2 2 2 1 1 2 2 2 2

;

.

   


  

σ Γ f f σ Γ f f σ

σ Γ f f σ Γ f f σ




 (12) 

Рассмотрим функцию Ляпунова вида 

 т 1 т 1
0 1 1 1 2 2 2

1 1 .
2 2

V   σ Γ σ σ Γ σ  (13) 

В силу (12), производная по времени функции 
(13) равна 

т 1 т 1
0 1 1 1 2 2 2

т т т т
1 1 1 1 1 1 2 2
т т т т
2 2 1 1 2 2 2 2

V    

   

  

σ Γ σ σ Γ σ

σ f f σ σ f f σ

σ f f σ σ f f σ

  

 

 2т т
0 0 0 0,    σ f fσ fσ  (14) 

где  1 2 ;f f f  1
0

2
.

 
  
 

σ
σ

σ
 Следовательно, σ0 

ограничен и  0 2 0,L fσ . Если f и f  ограни-

чены, т. е. функция  0V t  ограничена, то согласно 

лемме Барбалата 0 0fσ  при t → ∞. 

Пусть 0 01 02 03 04 05ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ H H H H H H  
6 6

06ˆ H  – оценка матрицы 0ˆ ,H  где 0ˆ jH  – 

оценка неизвестных векторов  0 1,6 ;j j H  0 β  

  6 6
21 22 23 24 25 26 , β β β β β β  тогда  

     0 0 0 2 2 2ˆ ˆ .  g q H β u f h β  (15) 

С использованием средств оценки неизвест-
ных параметров (11) закон адаптивного управле-
ния спроектирован следующим образом: 

  1
0 0 0ˆk

     u g H H β  

   0 1 1 1ˆ sign ,d         f f h β Λe q Ks s  (16) 

где 6 6K  – положительно определенная чис-
ловая матрица; α > 0 – положительное число. 

Подставляя (16) с учетом (8) и (15) в (7), по-
лучим 

  1 1 2 2 sign .     s f σ f σ Ks s  (17) 

Исследуя устойчивость разработанной адап-
тивной системы, рассмотрим функцию Ляпунова 
следующего вида: 

 т
0

1 .
2аV V s s  (18) 

Учитывая (13), (14), (17), найдем производ-
ную по времени функции (18) 
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 

 

   
 

т т
0 1 1 2 2

2 2т т
0 1 1 2 2 0

2 22 2
min 0 0

22
min 0

sign

1
2
1 1 0,
2 2

аV V         

        

     

        

s s s f σ f σ Ks s

fσ s Ks s s f σ f σ fσ

K s s fσ fσ

K s fσ

 

 

где  min
1
2

 K  – минимальное собственное 

число матрицы K. 
Таким образом, все сигналы системы ограни-

чены и  0 2, 0, .L s fσ  Кроме того, в силу огра-
ничения всех сигналов, нетрудно увидеть, что s  
и  0 0fσ fσ   ограничены. Поэтому согласно 

лемме Барбалата s → 0 и 0 0fσ  при t → ∞, т. е. 
e → 0, 0e  и 0 0fσ  при t → ∞. 

Однако при синтезе данной адаптивной систе-
мы существует недостаток, заключающийся в труд-
ности нахождения вектор-функции 2β  из выраже-

ния для частной производной т2
2 2 ,



β Γ f
s

 так как 

2f в (4) зависит от u и s. Это практически невоз-
можно для систем высокого (более 3–4) порядка, 
т. е. алгоритм синтез адаптивного управления в 
этом пункте возможен только для объектов невы-
сокого (второго или третьего) порядка и/или для 
объектов с одним входом и одним выходом. По-
лученные результаты в этом пункте полезны 
только для применения и исследования нелиней-
ных систем невысокого порядка. Поэтому для син-
теза на основе метода инвариантного погружения 
адаптивной системы управления трикоптером с 
поворотными винтами, описанной в виде диффе-
ренциального уравнения высокого порядка, ука-
занный недостаток необходимо преодолеть.  

Построение адаптивной системы управле-
ния на основе методов инвариантного погру-
жения и аппроксимации функций. Устраняя 
вышеупомянутый недостаток, синтезируем новый 
алгоритм адаптивного управления системами вы-
сокого порядка в условиях неопределенных пара-
метров и неопределенной матрицы входа. Введем 
следующие переменные: 

 1 ;

2 1 1 1,
d 


 

e q q

e e K e
 (19) 

где т 6 6
1 1

 K K  – положительно определен-
ная числовая матрица. 

Учитывая (2) и (19), получим следующую си-
стему по переменным ошибок слежения e1 и их 
отфильтрованных сигналов (или их функций 
скольжения) e2: 

 
 

1 1 1 2
1

2 0 1

;

,k


  


      

e K e e

e M BH u BH u Nh Δ




 (20) 

где  1
1 1 d

    Δ M Сq G K e q    – известная 

вектор-функция;  т1 1 0.  M M  
Используя метод аппроксимации функций 

[21], [29], можно записать неизвестную вектор-
функцию 0 1 δ BH u Nh  в следующем виде: 

 т , δ W z ε  (21) 

где 6NW  – весовая матрица, содержащая 

коэффициенты членов ряда Фурье; Nz  – 
вектор базисных функций, содержащий первые N 
членов ряда Фурье; 6ε  – вектор ошибки ап-
проксимации  M ε ; N – количество исполь-

зуемых базисных функций (N нечетное); 

   

т

11 sin cos ... sin
2

1cos , 0;
2

N

t t t

t

N

N

        

      

z

 

01 11 11 1 11 1
2 2

02 12 12 1 12 2т 62 2

06 16 16 1 16 6
2 2

.

N N

N N
N

N N

a a b a b

a a b a b

a a b a b

 

 


 

 
 
 
 
  
 
 
 
 
 

W





     


  

Нетрудно получить выражение т W z  

1
,

N
k k

k
z


 W  где 6

k W  – k-й столбец матрицы 

Wт; kz   – k-й элемент вектора z, 1, .k N  

Пусть   6 6
0 1 6 2 6 6... N

Nz z z  z E E E  – 

матрица-регрессор; т т т
0 1 2 ... N   W W W W  

6N  – вектор неизвестных параметров; E6 – 
единичная матрица 6-го порядка. Тогда получим 
уравнение вида 

 т
0 0.W z z W  (22) 
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Учитывая (21), (22), перепишем (20) в следу-
ющем виде: 

 
 

1 1 1 2
1

2 0 0 0

;

,

  


   

e K e e

e M u z W ε Δ




 (23) 

где 0 ,ku BH u  т. е.   1
0.k

u BH u  
Используя метод инвариантного погружения, 

вводим вектор ошибки оценивания неизвестных 
параметров вида [16]–[18] 

  0 0 1 2ˆ , ,  σ W W β e e  (24) 

где 0Ŵ  – оценка неизвестного вектора W0; 

 1 2,β e e  – гладкая вектор-функция.  
Динамика ошибки оценивания (24) записыва-

ется дифференциальным уравнением вида 

 0 1 2
1 2

ˆ . 
  

 
β βσ W e e
e e

    (25) 

Подставляя (23) в (25), получим 

 0 1 1 2
1

ˆ 
    


βσ W K e e
e

  

  1
0 0 0

2
.      

β M u z W ε Δ
e

 (26) 

Выберем закон нелинейной пропорциональ-
но-интегральной настройки параметров следую-
щим образом: 

 

 

  
0 1 1 2

1

1
0 0 0

2
т 1
0 2

ˆ

ˆ ;

,





              

 

βW K e e
e

β M u z W β Δ
e

β Γz M e



 (27) 

где 6 6N NΓ  – симметричная положительно 
определенная числовая матрица. 

Тогда, в силу (19) и (27), можем легко найти 

1



β
e

 и 
2



β
e

 как 

 

т 1
0 1

1

т 1
0

2

;

.





 
  


β Γz M K
e
β Γz M
e

 (28) 

Исходя из (26)–(28), следующая динамика 
ошибки оценивания неизвестных параметров мо-
жет быть получена как 

 т 1 1 т 1 1
0 0 0 .     σ Γz M M z σ Γz M M ε  (29) 

Рассмотрим функцию Ляпунова вида:  

 т 1
1

1 .
2

V  σ Γ σ  (30) 

В силу (29), производная по времени функции 
(30) равна 

т 1 т т 1 1
1 0 0V      σ Γ σ σ z M M z σ   

 т т 1 1
0 ;  σ z M M ε  (31) 

 2 2 21 1 1
0 0

1
2

V       M z σ M z σ M ε  

21 2
0

1 ,
2

r  M z σ  

где r > 0 – положительное постоянное значение 

такое, что 1 .r M ε  Следовательно, σ ограни-
чен и сходится к инвариантному множеству. 

Закон адаптивного управления спроектирован 
следующим образом: 

    0 1 2 0 0ˆ ,p d     u M K e K e Δ z W β  (32) 

где 6 6,p d
K K  – симметричные положи-

тельно определенные числовые матрицы. 
Подставляя (32) и учитывая (24) и (23), полу-

чим  

 
1 1 1 2

1 1
2 1 2 0

;

.p d
 

  


    

e K e e

e K e K e M z σ M ε




 (33) 

Устойчивости разработанной адаптивной си-
стемы рассмотрим с помощью функции Ляпунова 
следующего вида: 

 т т
1 1 2 2 1

1 1 .
2 2pV V  e K e e e  (34) 

Учитывая (30), (31), (33), найдем производ-
ную по времени функции (34) 

   

т т
1 1 2 2 1
т т
1 1 1 2 2
т 1 т 1
2 0 2

т т 1 1 т т 1 1
0 0 0

2 2
min 1 1 min 2

21 т 1 т 1
0 2 0 2

  

p

p d

p d

V V

 

   

  

   

   

  

  

    

   

e K e e e

e K K e e K e

e M z σ e M ε

σ z M M z σ σ z M M ε

K K e K e

M z σ e M z σ e M ε

  

 

 т т 1 1
0 ,  σ z M M ε  (35) 

где    min 1 min,p d K K K  – минимальные 

собственные числа матриц 1pK K  и dK  соответ-

ственно. 
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По неравенству Юнга получим следующие 
неравенства: 

22т 1 11
2 0 2 0

1
22т 1 12

2 2
2

2 2т т 1 1 1 13
0 0

3
1

1 ;
2 2

1 ;
2 2

1 ;
2 2

константа,r

 

 

   



 
   
 

  
 
  




 

e M z σ e M z σ

e M ε e M ε

σ z M M ε M z σ M ε

M ε

 (36) 

где ρ1, ρ2, ρ3 – любые положительные числа. 
Подставляя (36) в (35), получим следующее 

неравенство: 

   2 1 2
min 1 1 min

22 1 23
2 0

1 2 3

2
1 1 11 .

2 2 2 2

p dV

r

         
  

            

K K e K

e M z σ



 

Выберем т
1 1 0, K K  т 0,p p K K  

т 0d d K K  и ρ1 > 0, ρ2 > 0, ρ3 > 0 так, чтобы

 min 1 0;p K K    1 2
min ;

2d
  

 K  
1

11
2

 


 

3 0.
2


   Тогда все сигналы системы ограничены 

и сходятся к наибольшему инвариантному мно-
жеству, граница которого зависит от верхней гра-
ницы .ε  Согласно теореме Стоуна–Вейерштрас-
са [30], ошибкой аппроксимации можно прене-
бречь  0 ,ε  если количество используемых 
членов ряда Фурье достаточно велико. В этом 
случае имеем неравенство вида 

   2 1 2
min 1 1 min

22 13
2 0

1

2
11 0.

2 2

p dV



          
 

      

K K e K

e M z σ



 

Отсюда, аналогично анализу для скользящего 
режима, можем легко показать, что e1 → 0, 
e2 → 0 и z0σ → 0 при t → ∞. Таким образом, раз-
работанный адаптивный алгоритм управления 
может быть реализован для сложных нелинейных 
неопределенных объектов высокого порядка и 
обеспечивает асимптотическую устойчивость 
системы по переменным ошибок слежения и 
ошибок оценивания функций линейной регрессии 
в условиях неопределенных параметров и не-
определенной матрицы входа. 

Результаты компьютерного моделирова-
ния. Моделирование адаптивной системы управ-
ления трикоптером с поворотными винтами, раз-
работанной на основе методов инвариантного 
погружения и аппроксимации функций, в услови-
ях неопределенных аэродинамических коэффи-
циентов и частично неопределенной матрицы 
входа было выполнено с помощью прикладной 
программы MatLab/Simulink при следующих 
номинальных значениях аэродинамических 

коэффициентов: 40.2 10 ;k 
    30.25 10 ;fk    

0.0242;xd   0.0316;yd  0.0546;zd   0.01;d   

0.0105;d   0.0121.d   Параметры адаптивно-

го закона управления выбраны как nom;k H H  

15;N   0.01;   0 80 1ˆ 0 ;W O  1 62.5 ; K E  

625 ;p  K E  625 ;d  K E  8015 . Γ E Выбира-

ем начальное условие переменных состояния 

трикоптера    т0 0 0 0 0.1 0.1 0 .q  
Поскольку элементы матрицы входа зависят 

только от аэродинамических коэффициентов сил 
и моментов тяги kf  и kτ, то изменение аэродина-
мических коэффициентов kf, kτ, dx, dy, dz, dϕ, dθ, 
dψ приводит к неопределенности аэродинамиче-
ских коэффициентов и матрицы входа. Поэтому 
для исследования работоспособности адаптивной 
системы управления трикоптером с поворотными 
винтами, разработанной на основе методов инва-
риантного погружения и аппроксимации функций 
в условиях неопределенных аэродинамических 
коэффициентов и частично неопределенной мат-
рицы входа, рассмотрим результаты моделирова-
ния при изменении значений аэродинамических 
коэффициентов, где штрихпунктирные линии – 
заданное (программное) движение трикоптера, 
штриховые линии – в системе без адаптивных 
сигналов управления  800 Γ E  и сплошные 
линии – в системе с адаптивными сигналами 
управления  8015 . Γ E  

Переходные процессы при заданных постоян-
ных сигналах. Заданные сигналы задаются сле-
дующим образом:  

   т2.5 2.5 2.5 0 0 2 .d t  q   

На рис. 1–3 представлены переходные процес-
сы (ПП) переменных системы при номинальных 
значениях аэродинамических коэффициентов, при 
увеличении и при уменьшении до 3 раз номи- 
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Рис. 1. ПП переменных системы при номинальных 
значениях аэродинамических коэффициентов 

Fig. 1. Transient processes (TP) of system variables 
at nominal values of aerodynamic coefficients 
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Рис. 2. ПП переменных системы при увеличении до 3 раз  
номинальных значений аэродинамических коэффициентов 

Fig. 2. TP of system variables under a threefold increase  
in the nominal values of aerodynamic coefficients 
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Рис. 3. ПП переменных системы при уменьшении  
до 3 раз номинальных значений аэродинамических 

коэффициентов 
Fig. 3. TP of system variables under a threefold reduction 

in the nominal values of aerodynamic coefficients 
 

нальных значений аэродинамических коэффици-
ентов соответственно. На рис. 4 представлена 
норма ошибок оценивания функций линейной ре-

грессии      0 0 1 0 0ˆt    z σ BH u Nh z W β  

при номинальных значениях аэродинамических 
коэффициентов, при увеличении и при уменьше-
нии до 3 раз номинальных значений аэродинами-
ческих коэффициентов. 

Отслеживание траектории спиральной фор-
мы. Заданная траектория задается следующим 
образом:  

     

т
10sin 0.5 2 10sin 0.5

5 0.5 0 0 4 .

d t t t

t

  

 

q
 

Рассмотрим только результаты моделирования 
худшего случая, когда значения аэродинамических 
коэффициентов уменьшаются в 3 раза. Кроме того, 
для исследования работоспособности разработан-
ной адаптивной системы обратим внимание еще и 
на дополнительные результаты моделирования в 
случае, когда значения аэродинамических коэффи-
циентов уменьшаются в 3 раза при одновременном 
увеличении массы трикоптера в 2 раза.  

На рис. 5 и 6 представлены траектории три-
коптера в случаях уменьшения до 3 раз номи-
нальных значений аэродинамических коэффици-
ентов при номинальном значении массы трико-
птера и при увеличении массы трикоптера в 2 ра-
за соответственно. На рис. 7 и 8 показаны ошибки 
слежения трикоптера в случаях уменьшения до 
3 раз номинальных значений аэродинамических 
коэффициентов при номинальном значении массы 
трикоптера и при увеличении массы трикоптера в 
2 раза соответственно. На рис. 9. представлена нор-
ма ошибок оценивания функций линейной регрес-
сии  0 tz σ  в случаях уменьшения до 3 раз номи-

нальных значений аэродинамических коэффициен-
тов при номинальном значении массы трикоптера и 
при увеличении массы трикоптера в 2 раза. 

Из результатов моделирования (рис. 1–9) 
можно отметить, что в условиях неопределенных 
аэродинамических коэффициентов и частично 
неопределенной матрицы входа система без адап-
тивных сигналов управления работает с низким 
качеством управления, а разработанная адаптив-
ная система управления показывает высокую эф-
фективность с повышенной устойчивостью и вы-
соким качеством управления даже в худшем  
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Рис. 4. Норма ошибок оценивания линейных функций регрессии: а – при номинальных; б – при увеличении до 3 раз; 

в – при уменьшении до 3 раз значений аэродинамических коэффициентов 
Fig. 4. Norm of estimation errors of linear regression functions: а – with nominal; б – under a threefold increase;  

в – under a threefold reduction in the aerodynamic coefficients 
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Рис. 5. Траектория трикоптера при уменьшении до 3 раз  
номинальных значений аэродинамических коэффициентов 

Fig. 5. Tricopter trajectory under a threefold reduction  
in the nominal values of aerodynamic coefficients  
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Рис. 6. Траектория трикоптера при уменьшении  
до 3 раз номинальных значений аэродинамических  

коэффициентов и увеличении массы трикоптера в 2 раза 
Fig. 6. Tricopter trajectories under a threefold reduction 

in the nominal values of aerodynamic coefficients  
and a twofold increase in the tricopter mass  
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Рис. 7. Ошибки слежения трикоптера при уменьшении  
до 3 раз номинальных значений аэродинамических 

коэффициентов 
Fig. 7. Tricopter tracking errors under a threefold reduction  

in the nominal values of aerodynamic coefficients 

0 5 10 15
0

5

10

0 5 10 15
0

0.2
0.4
0.6
0.8

0 5 10 15
–0.2

0
0.2
0.4
0.6

0 5 10 15
–0.4

–0.2

0

0 5 10 15
0
2
4

0 5 10 15
0

0.5

1
,сt

,сt

,сt

,сt

,сt

,сt

,м xe
,м ye

,м ze

,р
ад

e 
,р
ад

e 
,р
ад

e 

 
Рис. 8. Ошибки слежения трикоптера при уменьшении 
до 3 раз номинальных значений аэродинамических 

коэффициентов и увеличении массы трикоптера в 2 раза 
Fig. 8. Tricopter tracking errors under a threefold reduction 

in the nominal values of aerodynamic coefficients  
and a twofold increase in the tricopter mass  

а      б         в 
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случае, когда значения аэродинамических коэф-
фициентов уменьшаются в 3 раза, а масса трикоп-
тера увеличивается в 2 раза. Норма ошибок оце-
нивания функций линейной регрессии  0 tz σ  

(рис. 4 и 9, а) при наличии адаптивных сигналов 
управления сходится к нулю, что соответствует 
теоретическому анализу. Однако на рис. 9, б нор-
ма ошибок оценивания функций линейной ре-
грессии  0 tz σ  не сходится к нулю, поскольку 

при изменении массы трикоптера  0 0ˆ z W β  не 

только оценивает  0 1 ,BH u Nh  но еще и вносит 
неопределенность в модель трикоптера, вызван-
ную изменением массы трикоптера. Это вполне 
обоснованно и не противоречит теоретическому 
анализу при синтезе второй адаптивной системы 
управления. Таким образом, разработанная адап-
тивная система управления работоспособна не 
только в условиях неопределенных аэродинами-
ческих коэффициентов и частично неопределен-
ной матрицы входа, но и в условиях неопреде-
ленных параметров трикоптера. 

Заключение. В статье рассмотрены вопросы 
разработки и исследования адаптивных систем 
управления трикоптером с поворотными винтами 
в условиях неопределенных аэродинамических 
коэффициентов и частично неопределенной мат-
рицы входа. 

1. Предлагаются две адаптивные системы 
управления, синтезированные на основе метода 
инвариантного погружения и работоспособные 
при неопределенных параметрах и частично не-
определенной матрице входа: 

– адаптивная система в скользящем режиме; 
– адаптивная система с использованием мето-

да аппроксимации функций. 
2. Первая система неприменима для управле-

ния сложными неопределенными объектами вы-
сокого порядка, но ее алгоритм управления поле-
зен для применения и исследования управления 
нелинейными системами невысокого (не выше 2–
3-го) порядка в вышеупомянутых условиях, а 
вторая система полностью применима для управ-
ления сложными неопределенными объектами 
высокого порядка, в частности, для управления 
трикоптером с поворотными винтами. 

3. Методом функций Ляпунова строго доказа-
но, что разработанные адаптивные системы обес-
печивают асимптотическую устойчивость систем 
по переменным ошибок слежения и ошибок оце-
нивания функций линейной регрессии в условиях 
неопределенных параметров и неопределенной 
матрицы входа. 

4. Для исследования работоспособности вто-
рой адаптивной системы управления приведено 
компьютерное моделирование адаптивной систе-
мы управления трикоптером с поворотными вин-
тами в различных условиях полета. Результаты 
компьютерных исследований показывают, что 
данная разработанная адаптивная система управ-
ления успешно справляется с задачей устранения 
не только влияния неопределенных аэродинами-
ческих коэффициентов и частично неопределен-
ной матрицы входа, но и влияния неопределен-
ных параметров трикоптера. 
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of aerodynamic coefficients: а – at the nominal mass value; б – under a twofold increase in the tricopter mass 

а            б 
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