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Аннотация. Разработана и исследована адаптивная робастная система управления трикоптером, оснащен-
ным тремя поворотными винтами, в условиях: а) неопределенных аэродинамических коэффициентов; б) ча-
стично неопределенной матрицы входа; в) влияния неизвестных внешних возмущений и г) ограничения 
входных воздействий. При построении полной нелинейной математической модели динамики трикоптера с 
поворотными винтами в виде уравнений Лагранжа–Эйлера учитывается ограничение входных воздействий. 
Синтез адаптивной робастной системы управления трикоптером с поворотными винтами осуществляется на 
базе модифицированного метода вычисления момента (метода Ли–Слотина) и метода аппроксимации функ-
ций для устранения влияния неопределенности. Неизвестные внешние возмущения компенсируются глад-
ким скользящим режимом управления с использованием адаптивной оценки верхней границы суммы 
внешних возмущений и ошибок аппроксимации неопределенных функций в математической модели. Для 
компенсации негативного влияния входных ограничений создается вспомогательная динамическая система, 
переменные состояния которой используются для синтеза закона управления. Методом функций Ляпунова 
доказывается, что разработанный закон управления обеспечивает робастность адаптивной системы и жела-
емую точность отслеживания командных сигналов. Результаты моделирования с помощью программы 
MatLab/Simulink иллюстрируют эффективность предложенного закона управления. 

Ключевые слова: трикоптер с поворотными винтами, адаптивная робастная система управления, мо-
дификация метода вычисления момента, метод аппроксимации функций, гладкий скользящий режим 
управления, вспомогательная динамическая система, ограничение входных воздействий, частичная 
неопределенность матрицы входа, неопределенные аэродинамические коэффициенты, неизвестные 
внешние возмущения, моделирование 

Для цитирования: Нгуен З. Х., Путов В. В., Шелудько В. Н. Синтез адаптивной робастной системы управ-
ления трикоптером с поворотными винтами в условиях неопределенных аэродинамических коэффициен-
тов, частично неопределенной матрицы входа, влияния внешних возмущений и ограничения входных 
воздействий // Изв. СПбГЭТУ «ЛЭТИ». 2024. Т. 17, № 6. С. 8498. doi: 10.32603/2071-8985-2024-17-6-84-98. 

Конфликт интересов. Авторы заявляют об отсутствии конфликта интересов. 

Original article  

Synthesis of an Adaptive Robust Control System for a Tricopter with Rotary  
Propellers under Conditions of Uncertain Aerodynamic Coefficients, Partially  

Uncertain Input Matrix, Influence of External Disturbances and Input Constraints 

Duy Khanh Nguyen, V. V. Putov, V. N. Sheludko 

Saint Petersburg Electrotechnical University, Saint Petersburg, Russia 
 khanhnguyen.mta@gmail.com 

Abstract. In this article, an adaptive robust control system for a tricopter equipped with three rotary propellers is 
developed and studied under the following conditions: a) uncertain aerodynamic coefficients; b) partially uncer-
tain input matrix; c) influence of unknown external disturbances; and d) input constraints. When constructing a 
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complete nonlinear mathematical model of the dynamics of a tricopter with rotary propellers in the form of La-
grange-Euler equations, the input constraints are taken into account. The synthesis of an adaptive robust control 
system for a tricopter with rotary propellers is carried out on the basis of the modified computed torque control 
(Li–Slotine method) and the function approximation technique to eliminate the influence of uncertainty. Unknown 
external disturbances are compensated by a smooth sliding mode control using an adaptive estimate of the upper 
bound of the sum of external disturbances and approximation errors of uncertain functions in the mathematical 
model. To compensate for the negative effects of input constraints, an auxiliary dynamic system is constructed, 
the state variables of which are used to synthesize the control law. The robustness of the adaptive system and the 
desired tracking accuracy of the reference signals are proven using the Lyapunov function method. Simulation 
results using MatLab/Simulink are presented to illustrate the effectiveness of the proposed control law. 

Keywords: tricopter with rotary propellers, adaptive robust control system, modification of the computed 
torque control, function approximation method, smooth sliding mode control, auxiliary dynamic system, input 
constraints, partial uncertainty of the input matrix, uncertain aerodynamic coefficients, unknown external dis-
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Введение. В настоящее время особое внима-
ние и инвестиции вкладываются в исследования с 
передовыми и быстроразвивающимися техноло-
гиями, относящиеся к беспилотным летательным 
аппаратам (БПЛА). Широкий спектр применения 
систем БПЛА повысил исследовательский инте-
рес к ним и сделал область их проектирования и 
эксплуатации наиболее динамичным направлени-
ем развития в аэрокосмической отрасли. Разработ-
ка систем управления мультикоптеров класса 
БПЛА с существенной нелинейностью характери-
стик их математических моделей, работоспособ-
ных при повышенных летных характеристиках в 
условиях функционально-параметрической неопре-
деленности, влияния внешних возмущений и 
ограничения входных воздействий, представляет 
собой одну из актуальных научных и практиче-
ских задач в этой области [1]–[3]. 

За последние несколько лет опубликованы ре-
зультаты многочисленных исследований, касаю-
щихся проектирования систем управления БПЛА 
в условиях наличия внешних возмущений и па-
раметрической неопределенности. Наиболее рас-
пространенные подходы к синтезу адаптивных и 
нелинейных робастных систем управления – это 
методы скоростного градиента и псевдоградиен-
та, методы непосредственной компенсации и ите-
ративных процедур синтеза (адаптивного обхода 
интегратора, Backstepping), методы управления в 
скользящих режимах и системы с переменной 

структурой, методы управления по выходу на базе 
пассивности и пассивизации, методы построения 
наблюдателей с сильной обратной связью (методы 
динамической компенсации), адаптивное нейросе-
тевое управление и др. 

Так, статья [3] посвящена использованию 
адаптивного управления с эталонной моделью и 
модифицированным законом настройки парамет-
ров регулятора, обеспечивающего асимптотиче-
ское отслеживание заданного сигнала в условиях 
неопределенностей, возникающих в результате 
отказа привода или структурных повреждений, а 
также вследствие внешних возмущений. В [4] 
адаптивный регулятор со скользящим режимом 
ASSTNFT-SMC (Adaptive Smooth Second-order 
Time-varying Nonsingular Fast Terminal Sliding 
Mode Control) с радиально-базисной нейронной 
сетью (RBFNN), разработанный для системы 
управления БПЛА с неподвижным крылом, реша-
ет проблемы, связанные с неопределенностями 
модели и внешними возмущениями. В [5] разра-
ботана адаптивная робастная система управления 
БПЛА на основе ПИД- (пропорционально-ин-
тегрально-дифференцирующего) регулятора и 
адаптивного управления в скользящем режиме 
для обеспечения ограниченности всех сигналов 
системы при неизвестных изменяющихся во вре-
мени задержках, неопределенности динамики и 
неизвестных внешних возмущениях. В [6]–[8] 
предложены адаптивный метод со скользящим ре-
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жимом управления второго порядка на основе рас-
ширенного наблюдателя, некаскадное адаптивное 
управление в скользящем режиме и робастный 
адаптивный глобальный нелинейный регулятор 
скользящего режима для улучшения характеристик 
БПЛА в условиях параметрической неопределенно-
сти и больших внешних возмущений. 

Для достижения наилучших характеристик 
сходимости ошибки слежения в [9] разработана 
новая схема управления БПЛА, эффективная в 
условиях неопределенности модели и внешних 
возмущений, использующая метод обхода интегра-
тора и функции производительности с фиксиро-
ванным временем, сходящейся к любой ожидае-
мой точности отслеживания в произвольно задан-
ный фиксированный момент времени. В [10] но-
вый закон управления разработан на основе 
метода адаптивного обхода интегратора для БПЛА 
с неизвестными массой, моментом инерции и воз-
мущениями. Публикация [11] посвящена разработ-
ке системы управления БПЛА, построенной на 
основе комбинации нечеткого регулятора и регуля-
тора обхода интегратора. Синтезированный закон 
управления гарантирует, что ошибка слежения 
произвольно приближается к малой окрестности и 
не нарушает заданных ограничений по состоянию. 

В [12], [13] представлены L1-геометрическое 
адаптивное управление и L1-управление на осно-
ве нелинейной прогнозирующей модели (L1-
NMPC) в системе управления БПЛА для оценки 
неопределенности в модели и ее компенсации. 
В [14] представлена L1-адаптивная система 
управления БПЛА с неподвижным крылом, обес-
печивающая асимптотическую устойчивость в 
условиях изменяющейся во времени неопреде-
ленности и внешних возмущений. 

Другой проблемой стали характеристики на-
сыщения привода или входных воздействий, ко-
торые часто встречаются при негладких нелиней-
ных ограничениях приводов в БПЛА. Насыщение 
входных воздействий влияет на способность си-
стемы обрабатывать воздействия, которые при-
ближаются к пределам ее возможностей. Это мо-
жет приводить к различным нелинейным эффек-
там, например к искажению выходных сигналов, 
увеличению перерегулирования и ухудшению 
стабильности системы. Насыщение входных воз-
действий также может вызывать появление коле-
баний и неустойчивость из-за наличия ограниче-

ний на входные сигналы [15]. В условиях ограни-
чения входных воздействий важно разработать 
стратегии управления, позволяющие компенсиро-
вать или минимизировать их негативное влияние 
на общую производительность системы и обеспе-
чить ее стабильность и надежность. Существует 
немалое число исследований, предлагающих 
устранение эффекта ограничения входных воз-
действий – как положительной μ-модификации 
Лаврецкого [16], анти-виндап- (anti-windup) схе-
мы [17], управления на основе прогнозирующей 
модели c учетом ограничения входных воздей-
ствии [18], управления с барьерными функциями 
[19], управления с вспомогательной динамиче-
ской системой [20]. Для систем управления 
БПЛА с ограниченными входными воздействия-
ми во всем мире опубликовано немало научных 
исследований, например [21]–[26], однако в по-
давляющем большинстве этих публикаций вно-
сятся предложения для квадрокоптеров.  

В качестве нелинейного объекта исследова-
ния в статье рассматривается трикоптер с пово-
ротными винтами, представляющий собой новую 
малоисследованную разработку в классе мульти-
коптеров. Внешний вид трикоптера с поворотны-
ми винтами показан на рис. 1, где XEYEZE – зем-
ная система координат; XBYBZB – система коорди-
нат, связанная с трикоптером; ωi – скорость вра-
щения i-го винта; αi – угол наклона i-го винта 
относительно вертикальной плоскости (i = 1, 2, 3). 
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Рис. 1. Трикоптер с поворотными винтами 

Fig. 1. Tricopter with rotary propellers  

По сравнению с квадрокоптерами математи-
ческая модель трикоптеров с поворотными вин-
тами более сложна. В основном это связано с 
наличием в модели существенных нелинейностей 
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и перекрестных связей. Кроме сложности матема-
тической модели трикоптеров с поворотными 
винтами и упомянутых ранее проблем на каче-
ство и устойчивость системы управления полетом 
БПЛА сильно влияют такие неидеальности, как 
частичная неопределенность матрицы входа или 
неопределенность аэродинамических коэффици-
ентов. Стоит отметить, что ни в одном из иссле-
дований при проектировании систем управления 
БПЛА не рассматриваются одновременно неопре-
деленность матрицы входа, ограничение входных 
воздействий, неопределенность параметров матема-
тической модели и неизвестные изменяющиеся во 
времени внешние возмущения. Поэтому управле-
ние полетом трикоптеров с поворотными винтами в 
указанных условиях сталкивается с более сложны-
ми, чем описанные, проблемами. 

Основная цель данной статьи заключается в 
разработке адаптивной робастной системы 
управления трикоптером с поворотными винтами, 
учитывающей функционально-параметрическую 
неопределенность параметров системы, частич-
ную неопределенность матрицы входа, а также 
влияние ограничения входных воздействий и не-
известных внешних аэродинамических возмуще-
ний. С этой целью в виде уравнения Лагранжа–
Эйлера построена нелинейная математическая 
модель динамики трикоптера с поворотными 
винтами, учитывающая ограничение входных 
воздействий, и разработана адаптивная робастная 
система управления трикоптером с поворотными 
винтами на основе модифицированного метода 
вычисления момента (метода Ли–Слотина) и ме-
тода аппроксимации функций для устранения 
влияния неопределенности. Адаптивный закон 
управления в скользящем режиме внесен в си-
стему управления с целью компенсации влияния 
неизвестных внешних возмущений. Вспомога-
тельная динамическая система использована для 
противодействия негативному влиянию ограни-
чения входных воздействий. 

Математическая модель трикоптера с по-
воротными винтами, построенная с учетом 
ограничения входных воздействий. Математи-
ческая модель трикоптера с поворотными винта-
ми содержит уравнения вращательного и посту-
пательного движений трикоптера в пространстве. 
Полная динамика трикоптера с поворотными 
винтами описывается матричным уравнением 
Лагранжа–Эйлера (подробнее см. [27]–[29]): 

   ,  M q q С q q q G    
      .d p t  B q Hu F q F  (1) 

Здесь 
тт т 6   q ξ η ;  тx y zξ  – век-

тор координат центра масс трикоптера; 

 т   η  – вектор углов ориентации трико-

птера:  , 2, 2     – угол крена и угол тан-

гажа θ и  ,    – угол рыскания; n  – ве-
щественное пространство размерности n; M(q) = 

3 3

3 3
,a

a





 
  
 

M O
O J

 где 3,a mM E  m – масса три-

коптера; Om×n – нулевая матрица размера m × n; 
En – n-мерная единичная матрица; Ja = 

т
eb eb P JP  – симметричная матрица; Peb – матри-

ца преобразования угловых скоростей углов Эй-
лера в угловые скорости относительно корпуса 

трикоптера;  т0 0 0 0 0mgG ; g – уско-

рение свободного падения;  , С q q  
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где Rbe – матрица перехода из связанной с трико-
птером системы координат XBYBZB в земную си-

стему координат XEYEZE; 6 6H  – матрица вхо-
да, элементы которой зависят от аэродинамических 
коэффициентов сил и моментов тяги kf  и kτ;  

     

     

2 2 2
1 1 2 2 3 3

т2 2 2 6
1 1 2 2 3 3

sin sin sin

cos cos cos

      

      

u
  

– вектор входных воздействий, зависящий от ско-
ростей и углов наклона винтов, где ωi – скорость 
вращения i-го винта; αi – угол наклона i-го винта 
(i = 1, 2, 3);  

       
тт т 6

d be    
      F q R d D q d D q    

– вектор обобщенных сил и моментов сопротив-

ления воздуха, где  т ;u u v v w w D   D  

т
;               diag ;x y zd d d    d

diag ;d d d      d  , , , , ,x y zd d d d d d    – 

коэффициенты аэродинамического сопротивле-
ния воздуха; u, v, w – элементы вектора скорости 
центра масс трикоптера в системе координат 



Электротехника 
Electrical Engineering 

88 

XBYBZB;  
тт т 6

p c ct    F F τ  – вектор обоб-

щенных неизвестных внешних возмущений, где 
Fc – вектор сил возмущения, τc – вектор момен-
тов возмущения. Фактически Fp(t) ограничен, 

т. е.   Mp t dF  – верхняя граница внешних 

возмущений, значение которой есть неизвестная 
постоянная величина. 

При условиях ограничения входных воз-
действий матричное уравнение (1) можно запи-
сать в следующем виде: 

   ,  M q q С q q q G    
        .d p t  B q Hu τ F q F  (2) 

Здесь 6 1τ  – вектор синтезированных управля-

ющих воздействий;   6 1u τ  – вектор ограни-
ченных (фактических) управляющих воздействий, 
описываемых нелинейностью типа насыщения; 

     

 

sign , если ;
sat

, если ,

1,6 ,

i M i M
i i i

i i M

u u
u

u

i

         



 

где uM > 0 – известный предел фактических 
управляющих воздействий ui. 

Полное описание динамики трикоптера с пово-
ротными винтами (2) используется при проектиро-
вании системы управления далее. 

Синтез адаптивного робастного закона 
управления. С целью синтеза закона управления 
трикоптером с поворотными винтами в условиях 
функционально-параметрической неопределен-
ности параметров системы, частичной неопреде-
ленности матрицы входа, ограничения входных 
воздействий и неизвестных внешних аэродина-
мических возмущений сначала перепишем урав-
нение (2) в следующем виде: 

   
      0

,k k

k k

           
     

M q M q С q q С q

G G B q H H u τ

  
 

       ,dB p t B q DF q F  (3) 

где       ,  , ,k k kM q С q q G , – матрицы с известными 

элементами-функциями;  2k kM С  – кососим-
метричная матрица; Hk – невырожденная матрица) – 
часть матрицы входа с известными постоянными 
элементами; (H0 = (Hk – H) – часть матрицы входа с 
неизвестными постоянными элементами; ΔM, ΔC, 
ΔG – неопределенные части матриц   , M q  

 , , ; С q q G     
тт т 6 1;dB


    F D q D q   

diag x y zd d d d d d     D  – матрицы с 

неизвестными постоянными элементами. 
Пусть    , , ,        F q q q u M С G B q   

 0 H u τ  – неопределенная или немоделируемая 

часть математической модели трикоптера. Этот век-
тор неопределенности может быть аппроксимиро-
ван с помощью метода аппроксимации функций 
конечным числом членов ряда Фурье [30]–[33]: 

   т, , , ,  F q q q u W z ε   (4) 

где 6W  – весовая матрица, содержащая 

коэффициенты членов ряда Фурье; 1z  – 
вектор базисных функций, содержащий первые β 

членов ряда Фурье; 6 1ε  – вектор ошибки 
аппроксимации ( M ε ); β – количество ис-

пользуемых базисных функций (β – нечетное). 
В общем случае z и W можно записать в виде 

   

т
1

11 sin cos ... sin
2

1cos , 0;
2

  

t t t

t 

         

       

z

 

01 11 11 1 11 1
2 2

02 12 12 1 12 2т 2 2

0 1 1 1 1
2 2

,n

n n n n n

a a b a b

a a b a b

a a b a b

 

 


 

 
 
 
 
  
 
 
 
 
 

W





     


 

тогда уравнение (3) с учетом (4) имеет следую-
щий вид: 

       
     т

,

.

k k k k

dB p t

   

   

B q H u τ M q q С q q q G

B q DF q W z ε F

  


 

Обозначим разность между фактическими 
управляющими воздействиями u(t) и управляю-
щими воздействиями τ(t), формируемыми регуля-
торами, как 

     .t t t δ u τ  

Введем функцию поверхности скольжения  

  ,t  s e Λe  
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где      dt t t e q q  – вектор ошибок слежения,  
qd – вектор желаемых траекторий трикоптера, 

6 6Λ  – положительно определенная матрица.  
Следуя [34], [35], введем «виртуальную эта-

лонную траекторию» qr(t) такую, что 

        .r dt t t t   q q s q Λe    

Введем вектор  

   0 , .k r k r k    τ M q q С q q q G    

Пусть ˆ ˆ ˆ   , , D W  – оценки матриц D, W и неиз-
вестной постоянной величины ρ, где ρ – верхняя 
граница суммы внешних возмущений и ошибок 
аппроксимации неопределенных функций в матема-
тической модели, т. е. M M   ˆ; ;d     D D D  

  ˆ ˆ;    W W W   – ошибки оценивания. 
Для противодействия негативным влияниям 

ограничения входных воздействий строится 
вспомогательная динамическая система [20]: 

 т т

2

6 1

0.5
, ;

, ,

k



     




ς
s B q H δ δ δ

K ς ς δ ς
ς ς

O ς

  (5) 

где  т 6 1
1 2 3 4 5 6

       ς  – вектор 

состояния вспомогательной системы; 6 6ςK  – 

положительно определенная матрица; μ > 0 – ма-
лое положительное число. 

Тогда предлагаемый в статье адаптивный ро-
бастный закон управления трикоптером с пово-
ротными винтами будет иметь следующий вид:  

  1 т
0 cˆ ˆ .k dB

        τ BH τ BDF W z Ks K ς h  (6) 

Здесь 6 6, c
K K  – положительно определен-

ные матрицы; h – робастный компонент закона 
управления вида 

 
2 2

0

ˆ , 
 

sh
s

 (7) 

где 0 0   – любое малое положительное число.  
Адаптивные робастные алгоритмы настройки 

имеют следующий вид: 

   т т т
1 1 2 2

2

32 2
0

ˆ ˆ ˆ ˆ; ;

ˆ ˆ ,

dB
      
              

D Γ B sF D W Γ z s W

s

s

 

  (8) 

где 6 6
1 2,  Γ Γ  – симметричные, в част-

ности диагональные, числовые матрицы с положи-
тельными собственными значениями 1 2 3, , , .     

В законы настройки параметров (8) также 
вносятся отрицательные параметрические обрат-
ные связи с целью обеспечения робастности за-
мкнутой системы, получившие название σ-моди-
фикации [30], [36]. 

Анализ устойчивости построенной систе-
мы управления. Для анализа устойчивости си-
стемы управления трикоптером с адаптивными 
робастными законами управления (6), (7) и алго-
ритмами настройки (8) рассмотрим следующую 
функцию Ляпунова: 

 т т т 1 т 1
1 2

1 1 1 Tr
2 2 2kV      s M s e e D Γ D W Γ W   

 

 1 2 т1 1 .
2 2

    ς ς  (9) 

Производная по времени функции V в силу 
уравнений замкнутой системы равна 

 
 

 
 

т т т

т 1 т 1 1 т
1 2

т т
0

т т т

т 1 т 1 1 т
1 2

1
2

+ Tr

1 2
2

ˆ ˆ ˆ .

k k

k dB p

k k

V

Tr

  

  

   

     

         

    

     

s M s s M s e e

D Γ D W Γ W ς ς

s τ BH τ δ BDF W z ε F

s M С s e s e Λe

D Γ D W Γ W ς ς

  

        



     

 

Учитывая свойства кососимметричной мат-

рицы  т 2 0k k s M С s  и уравнение (6), можно 

получить следующий результат: 

 
 

 

т т т т 1
1

т т 1
2

т т т

т т 1 т

ˆTr

ˆTr

ˆ .

k dB

c p

V 





      
    

      

     

s BH δ D B sF Γ D

W z s Γ W

s Ks s K ς s h ε F

e s e Λe ς ς

 



 

 

Учитывая (7), (8), последнее выражение пре-
образуется к следующему виду: 

 

т т т т т

2
т т

2 2
0

k c

p

V       

     
 

s BH δ s Ks s K ς e s e Λe

sς ς s ε F
s




 

    т т
1 2 3ˆ ˆ ˆTr .Tr      D D W W    (10) 
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Нетрудно также получить следующие нера-
венства: 

 

 

 

   

     

     

т т т

т т т т

2 2 2 2 2

т т т

т т т

1 ;
2

1 ;
2

1 1 1ˆ ˆ ;
2 2 2

1 1ˆTr Tr Tr ;
2 2

1 1ˆTr Tr Tr .
2 2

c c c

  

  

         



 

  

e s e e s s

s K ς s s ς K K ς

D D D D D D

W W W W W W

  

  

  

 (11) 

Имеем также неравенства 

   

2 2

02 2 00
т

;

.p p p


      
   


      

s s s
ss

s ε F s ε F s ε F s

 (12) 

Из (10)–(12) получим выражение для :V  

 

   

т т
6 6 6 6

т т т т

т т 2
1 2 3

1
2

1
2

1 Tr Tr
2

c c k

V  
       
 

   

         

s K E s e Λ E e

ς K K ς s BH δ ς ς

D D W W





    

 

    т т 2
1 2 3 0

1 Tr Tr .
2
       D D W W  (13) 

Рассмотрим следующие случаи: 
1. Если ,ς  то из (5) получим 

 т т
т т

2

т т т т

0.5

0.5 .

k

k

      
 
 

    

ς

ς

s B q H δ δ δ
ς ς ς K ς ς δ

ς

ς K ς s BH δ δ δ ς δ


 

Из неравенства  т т т1
2

 ς δ ς ς δ δ  следует  

 т т т
6

1 .
2 k

     
 ςς ς ς K E ς s BH δ  (14) 

Далее имеем неравенства 

 т т .k k s BH δ s BH δ  (15) 
Из (13)–(15) получим: 

 

   

т т
6 6

т т
6

т т 2
1 2 3 1

1
2

1 1
2 2

1 Tr ,
2

c c

V

Tr

       
 

     
 

          

ς

s K E s e Λ E e

ς K K K E ς

D D W W



    

 

где  

    т т 2
1 1 2 3 0

1 Tr Tr .
2
           D D W W   

   

   

т т
min min

т т
min

т т 2
1 2 3 1

11
2

1 1
2 2

1 Tr Tr .
2

c c

V              
          

          

ς

K s s Λ e e

K K K ς ς

D D W W



    

 

Из (9) не трудно увидеть, что 

   
     

т т 1
max max 1

т 1 т
max 2

1
2

Tr Tr

kV 



     

   

M s s e e Γ

D D Γ W W   
 

 1 2 т .     ς ς  (16) 

Тогда 
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M
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Здесь λmax(X) и λmin(X) – максимальное и мини-
мальное собственные числа произвольной квад-
ратной матрицы X. 

Выбираем 1 0   так, чтобы 
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min
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1
1

max 1
1

2
31
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т
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2 2
; 2 1;

;

min ,
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12 1
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         ς
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Λ

M

Γ

Γ
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 (17) 

причем  
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т
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11; ;
2

1 1 ,
2 2c c

   

    
 ς

K Λ

K K K
 (18) 
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тогда получим дифференциальное неравенство 

 1 1.V V     (19) 

2. Если ,ς  то из (5) получим т 0.ς ς  
Далее имеем 

т т т т т т

т т 2 т

2т т

1 1
2 2

1 ,
2

1 1 .
2 2

c c c c c c

c c c c

k k

   

   

  

ς K K ς ς K K ς ς K K ς

ς K K ς K K

s BH δ s s BH δ

 

Тогда (13) эквивалентно неравенству 
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  т 2
2 3 2Tr ,      W W    (20) 

где 22 т
2 1

1 .
2c c k

        
K K BH δ  

Из (16) и (20) получим 
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Выбираем 2 0   так, чтобы 

   

 

 
 

   
 

min
min

max

1 2
2 31 1

max 1 max 2
т

min

2 3; 2 1;

min ; ; ; ,

k

c c

 

   
   

     
  
 
  

K Λ
M

Γ Γ

K K

 (21) 

причем 

    min min
3 1; ,
2 2

   K Λ  (22) 

тогда получим дифференциальное неравенство 

 2 2.V V     (23) 

В силу выражений (17), (18) и (21), (22) вы-
бираем 

 

   

 

 

1 2 1 2

min

т
min min

min ; ; max ; ;
3;
2
1 1 1; ,
2 2 2c c

      

 

          ς

K

Λ K K K

 (24) 

тогда из (19), (23) и (24) получим общее дифферен-
циальное неравенство для рассмотренных случаев 

 .V V     (25) 

Решая дифференциальное неравенство (25), 
получаем 

    0 0 e .tV t V         
 (26) 

Легко заметить, что функция 0,V   если 

,V     т. е. 0V   вне компактного множества 
E, которое содержит тривиальное решение систе-

мы  , , , , , 0, s e D W ς    где 

    , , , , , : , , , , , .E V 
   


s e D W ς s e D W ς      

Таким образом, все сигналы системы ограни-
чены и экспоненциально сходятся к наибольшему 
инвариантному множеству, т. е. система (2) или 
(3) с адаптивными робастными законами управ-
ления (6), (7) и адаптивными робастными алго-
ритмами настройки (8) устойчива. 

Кроме того, согласно (9) и (26) следует, что  

  22 0 .tV e       
e  

Граница для e  – это явная функция проект-
ных параметров и, таким образом, вычисляема. 
Этот предел теоретически можно уменьшить до 
сколь угодно малого подбором параметров закона 
управления. Следует отметить, что на практике 
ошибки слежения не могут быть сколь угодно ма-
лыми. Приведенный анализ показывает, что по-
строенный адаптивный робастный закон управле-
ния обеспечивает слежение выходов объекта  
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Рис. 2. ПП переменных системы при номинальных 
значениях аэродинамических коэффициентов  

и наличии внешних возмущений 
Fig. 2. Transient processes of system variables at nominal 

values of aerodynamic coefficients and the presence  
of external disturbances   
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Рис. 3. ПП переменных системы при увеличении до 25 % 

номинальных значений аэродинамических 
коэффициентов и наличии внешних возмущений 
Fig. 3. Transient processes of system variables when 

increasing up to 25 % of the nominal values of aerodynamic 
coefficients and the presence of external disturbances  
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Рис. 4. ПП переменных системы при уменьшении до 25 % 

номинальных значений аэродинамических 
коэффициентов и наличии внешних возмущений 

Fig. 4. Transient processes of system variables when reducing 
up to 25 % of the nominal values of aerodynamic coefficients 

and the presence of external disturbances   
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Рис. 5. Траектория трикоптера при номинальных 
значениях аэродинамических коэффициентов  

и наличии внешних возмущений 
Fig. 5. Tricopter trajectory at nominal values aerodynamic 

coefficients and the presence of external disturbances 
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Рис. 6. Траектория трикоптера при увеличении до 25 % 

номинальных значений аэродинамических 
коэффициентов и наличии внешних возмущений 

Fig. 6. Tricopter trajectory when increasing up to 25 %  
of the nominal values of aerodynamic coefficients  

and the presence of external disturbances   

,мx
,мy

,мz

15

10

5

0
10

5
0

5 0
10

20
1010

Рис. 7. Траектория трикоптера при уменьшении до 25 % 
номинальных значений аэродинамических 

коэффициентов и наличии внешних возмущений 
Fig. 7. Tricopter trajectory when reducing up to 25 %  

of the nominal values of aerodynamic coefficients  
and the presence of external disturbances  
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управления за заданными (задающими) сигналами 
с достаточно малыми ошибками, особенно в усло-
виях неопределенности, насыщения входных воз-
действий и внешних возмущений. 

Результаты компьютерного моделирования и 
обсуждение. Компьютерное моделирование синте-
зированной адаптивной робастной системы управ-
ления трикоптером в условиях неопределенности, 
насыщения входных воздействий и неизвестных 
внешних возмущений было проведено в среде 
MatLab/Simulink при следующих номинальных зна-
чениях аэродинамических коэффициентов:  

4 30.2 10 , 0.25 10 ,

0.0242, 0.0316,
f

x y

k k

d d

 
    

 
 

0.0546, 0.01, 0.0105, 0.0121.zd d d d        

Вектор внешнего возмущения выбран как  

  

т
6sin 6sin 2 6sin 3 6sin

6sin 2 6sin 3 .

p t t t t t

t t

F
 

Пределом насыщения управляющих воздей-
ствий принято значение 414 10 .Mu    Параметры 
адаптивного робастного закона управления вы-
браны как  

   nom 6 6 51 6ˆ ˆ; 0 ;    0 ;k    H H D O W O   

   т0 10 1 1 1 1 1 1 ; ς  6500 ;K E   
6

610 ;c
K E  61.5 ;ςK E  3

1 610 ;Γ E   
3

2 610 ;Γ E    diag 1.5, 1.5, 1.5, 20, 20, 15 ;Λ  
35 10 ;   1

1 10 ;  1
2 10 ;  2

3 10 ;   
210 ;  2

0 10 ;  210 .   
Для проверки эффективности построенной 

адаптивной робастной системы управления три-
коптером с поворотными винтами проведем 
сравнение работы этой системы с нелинейной 
системой управления в скользящем режиме, 
представленной в [27], в условиях неопределен-
ности, насыщения входных воздействий и 
неизвестных внешних возмущений. Результаты 
моделирования представлены на рис. 2–10, где 
штрихпунктирные линии – заданное (програм-
мное) движение трикоптера, штриховые линии – 
движение трикоптера с нелинейным управлением в 
скользящем режиме из [27] и сплошные линии – 
движение трикоптера с адаптивным робастным 
управлением, предложенным в данной статье. 

Переходные процессы при заданных посто-
янных сигналах с учетом ограничения входных 
воздействий. Рассмотрим переходные процессы  
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Рис. 8. Ошибки слежения трикоптера при номинальных
значениях аэродинамических коэффициентов  

и наличии внешних возмущений 
Fig. 8. Tricopter tracking errors at nominal values 
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Рис. 9. Ошибки слежения трикоптера при увеличении  
до 25 % номинальных значений аэродинамических 
коэффициентов и наличии внешних возмущений  

Fig. 9. Tricopter tracking errors when increasing up to 25 % 
of the nominal values of aerodynamic coefficients  

and the presence of external disturbances  
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(ПП) систем управления при заданных постоянных 
сигналах с учетом ограничения входных воздей-
ствий в условиях неопределенности и внешних 
возмущений. Заданные сигналы задаются следую-

щим образом:  т2.5 2.5 2.5 0 0 2 .d  q  

На рис. 2 представлены переходные процессы 
переменных системы при номинальных значениях 
аэродинамических коэффициентов и наличии 
внешних возмущений, а на рис. 3 и 4 – в условиях 
влияния внешних возмущений при увеличении и 
при уменьшении до 25 % номинальных значений 
аэродинамических коэффициентов соответственно. 

Отслеживание траектории с учетом огра-
ничения входных воздействий. Рассмотрим за-
дачу отслеживания заданной траектории с учетом 
ограничения входных воздействий в условиях 
неопределенности и внешних возмущений. Тра-
ектория задается следующим образом:  

   

т
10 sin 0.5 2 10 sin 0.5 5 0.5

0 0 4 .

d t t t   



q
 

На рис. 5 представлены траектории трикоптера 
при номинальных значениях аэродинамических 
коэффициентов и наличии внешних возмущений, а 
на рис. 6 и 7 – в условиях влияния внешних воз-
мущений при увеличении и при уменьшении до 
25 % номинальных значений аэродинамических 
коэффициентов соответственно. 

На рис. 8 представлены ошибки слежения три-
коптера при номинальных значениях аэродинами-
ческих коэффициентов и наличии внешних воз-
мущений, а на рис. 9 и 10 – в условиях влияния 
внешних возмущений при увеличении и при 
уменьшении до 25 % номинальных значений аэро-
динамических коэффициентов соответственно. 

Из результатов компьютерного моделирова-
ния, представленных на рис. 2–10, можно сделать 
вывод, что неадаптивная система управления 
(при использовании управления в скользящем 
режиме) показывает низкую эффективность в 
условиях неопределенности, ограничений вход-
ных воздействия и неизвестных изменяющихся 
во времени внешних возмущений, и может даже 
стать неустойчивой. В таких условиях разрабо-
танная адаптивная робастная система демонстри-
рует хорошую работоспособность. Даже в худ-
ших случаях качество работы этой системы оста-
ется хорошим. Таким образом, система полно-

стью удовлетворяет требованиям стабильности 
полета и обеспечивает высокие характеристики 
полета в условиях неопределенности аэродина-
мических коэффициентов, частичной неопреде-
ленности матрицы входа, неизвестных внешних 
возмущений и ограничения входных воздействия. 

Заключение. Из полученных результатов 
можно сделать следующие выводы: 

1. Построена полная нелинейная математиче-
ская модель трикоптера с поворотными винтами с 
учетом неопределенности аэродинамических ко-
эффициентов, частично неопределенной матрицы 
входа, неизвестных внешних возмущений и огра-
ничения входных воздействий. 

2. Разработана адаптивная робастная система 
управления трикоптером с поворотными винтами, 
основанная на модифицированном методе вычис-
ления момента и методе аппроксимации функций, 
для устранения влияния частичной неопределен-
ности матрицы входа и неопределенности пара-
метров системы. Построена вспомогательная ди-
намическая система, вектор состояния которой 
включается в закон управления для ослабления 
негативного влияния насыщения входных (управ-
ляющих) воздействий. Робастный компонент закона 
управления гарантирует, что реализованный закон 
управления компенсирует как неизвестные внешние 
возмущения, так и ошибки аппроксимации неопре-
деленных функций в математической модели. 

3. С использованием метода функций Ляпу-
нова обстоятельно поясняется и показывается, 
что разработанная адаптивная робастная система 
управления обеспечивает ограниченность всех 
сигналов в системе и экспоненциальную сходи-
мость переменных состояния и ошибки адапта-
ции к инвариантному множеству, размеры кото-
рого (ошибки слежения) могут быть уменьшены 
посредством настройки параметров регулятора. 

4. Приведено сравнение переходных процес-
сов разработанной адаптивной робастной систе-
мы управления и неадаптивной нелинейной си-
стемы управления в скользящем режиме. Резуль-
таты сравнительного анализа подтверждают эф-
фективность построенной адаптивной робастной 
системы управления в условиях частичной не-
определенности матрицы входа, неопределенно-
сти параметров системы, ограничения входных 
воздействий и влияния неизвестных внешних 
возмущений. 
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