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Введение. Модели обменных процессов, по-
строенные эвристическим путем в [1], требуют 
дальнейшего обоснования. Такое обоснование мо-
жет быть достигнуто как обращением к уже извест-
ным в других областях модельным фрагментам, так 
и редуцированием (сведением к уже известным, 
простым формам в рассматриваемой области). 

В основу редуцирования следует положить 
идеализацию измерительно-управляющего при-
бора (ИУП) в системе «прибор–объект» (СПО). 

Идеальный ИУП прост в том смысле, что он не 
имеет ограничений ни в измерении объекта, ни в 
управлении им. Выражается это в нулевой про-
странственно-временной погрешности, бесконеч-
ном измерительно-управляющем диапазоне и «по-
лосе» пропускаемых частот, отсутствии шумов. 
Модель ИУП, близкая идеальной, с большой, но 
ограниченной «полосой пропускания» измеритель-
ных и управляющих сигналов, также может быть 
задана в виде линейного обыкновенного дифферен-
циального уравнения (ЛОДУ) сравнительно низкого 
порядка (до второго включительно).  

Таким образом, при редукции полной модели 
обменных процессов в (СПО) [1] квант действия 
стремится к нулю, и тем самым может быть осу-
ществлен переход на другую модель описания 
обменных процессов. 

Для сравнения, такой редукции не происходит 
при реализации предельного перехода к классиче-
ской механике в [2], где осуществляется лишь ча-
стичная редукция основной модели: уравнение 
Шредингера преобразуется в уравнение Гамильто-
на–Якоби и уравнение непрерывности. Оба эти 
уравнения описывают движение вдоль траектории 
«волнового пакета», а не точки. Неявное сохранение 
в полученной модели кванта действия говорит и о 
сохранении основных принципов исходной модели. 

Рассматриваемая в [1] функция обмена φ по-
лучена в результате решения уравнений обмена, 
исключив из них управляющий импульс u, что 
позволило создать колебательный процесс, зави-
сящий от функции диссипации ,zE  и сформули-
ровать обратную задачу обмена (задачу иденти-
фикации СПО). Функция обмена содержит в по-
казателе степени фазового множителя комплекс-
ное действие. Казалось бы, редуцирование 
уравнений обмена должно привести к одному из 
видов механики Гамильтона–Якоби [3], в которой 
основное уравнение (уравнение Гамильтона–
Якоби) содержало бы комплексные действия, 
функцию Гамильтона и т. д. Однако этого про-
изойти не может, так как физико-техническое 

обоснование комплексной формы указанных пе-
ременных обеспечить невозможно вне колеба-
тельных и волновых процессов. 

Кроме обоснования модели обменных процес-
сов при идентификации, редукция позволяет вы-
полнять расчет функции Грина для обыкновенных 
дифференциальных уравнений (ОДУ) аналитиче-
ски. Однако рассчитанная таким образом функция 
Грина не будет содержать в себе параметров СПО, 
но только свойства объекта в рамках ОДУ. 

Постановка задачи. В данной статье рассмат-
риваются и решаются две задачи. В первой задаче 
на основании общей модели обмена, приведенной 
в [1], делается редукция до классической переда-
точной функции. Во второй задаче, связанной с 
первой, обосновывается возможность построения 
и затем приводится расчет функции Грина из ОДУ. 
В частности, важен ответ на вопрос, всякое ли 
ОДУ имеет свою функцию Грина, и какова ее при-
рода как математической модели в этой связи? 
Ведь иногда идентификация объекта управления 
невозможна или нежелательна, но есть описание 
его модели в виде ОДУ. В этом случае функция 
Грина объекта может быть рассчитана из ОДУ при 
условии, что энерго-импульсный обмен формиру-
ется идеальным ИУП. 

Редукция системы «прибор–объект». Фор-
мально редукция осуществляется устремлением 
кванта действия I к нулю, а управляющего и про-
странственно-временного диапазонов – к беско-
нечности. Имеем из [1]: ,z z zS p x E t   где pz – 
комплексный импульс; Ez – комплексная энергия; 
Sz – комплексное действие; x, t – координата и 

время. Обозначим   ;  ;  z z z zI I E E p p       и, 
выполняя предельный переход, получим:  

 
0 0

  lim ; lim ,z z
I I

E pj r jk
I I   

 
     

 
 (1) 

где σ + jω = s – комплексная частота; r + jk = q – 

комплексное волновое число; 1.j    С учетом 

(1) функция обмена ( , ) e zS IA x t   [1] редуци-

руется до выражения e stA   (обозначение  вве-
дено потому, что δA, возможно, не является пол-
ным дифференциалом от функции A).  

Согласно правилам получения передаточных 
функций из ОДУ [4], амплитуда переходной им-
пульсной характеристики должна быть весьма 
малой, и следует положить 0( , ) ( , ),A x t f x t   где 

0( , )f x t  – переходная импульсная характеристика 
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для линейного обыкновенного дифференциально-
го уравнения (ЛОДУ), полученного из ОДУ раз-
ложением в ряд по степеням x в окрестности точ-
ки x0, с удержанием линейных слагаемых. 

Таким образом, передаточная функция 0( , )W x s  
в окрестности точки x0будет иметь вид 

  0 0 0
0 0

( , ) ( , )e ( , )e .st stW x s A x t dt f x t dt
 

      (2) 

Из (2) следует, что переходная импульсная 
характеристика (оригинал) 0( , )f x t  – это малая 
(в пределе – бесконечно малая) амплитуда функ-
ции обмена φ. 

Расчет функции Грина системы «прибор–
объект» на основе модели объекта в виде 
обыкновенного дифференциального уравне-
ния. Дифференциальные уравнения и, в частно-
сти, обыкновенные дифференциальные уравне-
ния (ОДУ) – это хорошо изученная и, наверное, 
основная модель современных точных наук. Тем 
более полезно рассмотреть связь ОДУ с функцией 
Грина СПО. Это позволяет делать заключения о 
границах применимости функции Грина при ре-
шении прямой и обратной задач обменной меха-
ники (управления и идентификации).  

При разложении ОДУ в ряд Тейлора по сте-
пеням функции Δx следует удержать постоянную 
и линейную части, при этом Δx = dx вследствие 
того, что 0.I   

Рассмотрим ОДУ для электромеханического 
объекта общего вида: 
 ( , , ) 0,f x x u  (3) 

где 
т т1 1 1

    ; ;
n n n n n
x x xxx x u u uuu

     
      x x u     

векторы переменных состояния объекта, их произ-
водных и управления объектом соответственно. 

Так, из (3) видно, что переменные x и u симмет-
рично входят в функцию f, но u не является пере-
менной состояния объекта. Предполагая нужную 
здесь степень гладкости функции f, найдем разло-
жение (3) в ряд по степеням  , ,   x x u  относительно 
точки x0, u0 в малой области изменения этих пере-
менных и, удерживая постоянную и линейную ча-
сти (линейную – в виде дифференциала), получим: 

1
1

n n
n n x x

x x
f dx f dx f dx f dx


        

 0 0( , ) 0,
n

n u u
u

f dx f du f du f x u        (4) 

где ,i
x

f  k
u

f  – частные производные функции f 

первого порядка по переменным ,
i k
x u  соответ-

ственно, взятые в точке 0 0,x u ; ,
i k

dx du  – диффе-
ренциалы этих переменных; i, k – индексы, обо-
значающие порядок производных по времени от 
x, u, который также служит для x номером пере-
менной состояния: , 1, 2, ..., .i k n  

Из (4) следует вывести функцию Грина ОДУ. В 
координатно-временном представлении функция 
Грина должна зависеть не от входного сигнала u, но 
только от x и t, и в этом смысле она линейна, однако 
частные производные в (4) зависят от x и u. При 
последовательном разложении (4) в интеграл 
Лапласа, сначала по комплексной частоте, затем – 
по комплексному волновому числу, получим функ-
цию Грина в представлении «волновое число – ча-
стота», зависящую от u как от параметра.  

Выделение параметра противоречит целост-
ности идеи применения преобразования Лапласа 
к ОДУ, поскольку управляющая переменная здесь 
должна рассматриваться как дополнительная пе-
ременная состояния. Если же рассматривать такое 
расширенное пространство состояний, то это 
равносильно добавлению к комплексному дей-
ствию в ядре преобразования Лапласа дополни-
тельного слагаемого, так что наряду с импульсом 
и энергией должна присутствовать третья фунда-
ментальная переменная обмена. Но такой подход 
не соответствует физике импульсно-энергети-
ческого обмена, тем более что сигнал u как раз и 
инициирует этот обмен. 

Исходя из этого, функция (3) должна быть ли-
нейна и аддитивна по u. Так что для нахождения 
границ применимости рассматриваемого метода на 
нее следует наложить следующие ограничения: 

 
2 2

2

 0; , 0i l k
f f

x u u

 
 

  

 (5) 

для всех актуальных i, l, k. 
При выполнении (5) вместо f в (3) следует 

рассматривать функцию вида 

 ( , ) ,
i

i
i

K u x x  (6) 

где Ki – постоянные коэффициенты. Теперь вме-
сто (4) на основании (6) будем иметь 
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1
1

n n
n n x x

x x
d x d x dx dx


           

0 0 0( ) 0,
n

n u u
u

K d u K du K du x K u          (7) 

где 0 0 0( ) 0x K u    – кривая стационарных состо-

яний (статическая характеристика ОДУ) и ,
i

d x  
k

d u  
отсчитываются от точек на этой кривой: 

 0 0 0( ).x x u  (8) 

Взаимодействие прибора и объекта требуется 
в данном случае для удержания объекта на кри-
вой (8) при идентификации. Применяя метод 
Хевисайда, следует заменить дифференциалы d 
на вариации δ, так как обмен, согласно предлага-
емому подходу, происходит переносом энергии и 
импульса гармоническими колебаниями с беско-

нечно малой амплитудой и отношение ,dx
du

 выво-

димое таким образом из (7), не будет иметь смыс-
ла производной от функции x. Обозначив, как и 
ранее, комплексную частоту s = σ + jω, имеем 
вдоль кривой стационарных состояний, заменяя в 

(7) 
i

d x  на is x  и 
k

d u  на :ks u  

1 1
1

n n
n n x x

x x
s x s x s x x

              

 1 0.n
n u u
u

K s u K s u K u         (9) 

Из (9) получаем функцию Грина в представ-
лении «координата – комплексная частота» (xs-

представление) 0( , ) :xW x s
u





 

   

1

0 1 1
1

( , ) .
n

n
u u

u
n n

n n x x
x x

K s K s K
W x s

s s s


  

       








 (10) 

Выражение (10) – это также и передаточная 
функция, зависящая от параметра x0, определяе-
мого кривой стационарных состояний. 

Поскольку (10) – это функция (оригинал) по ар-
гументу x0 то, обозначив комплексное волновое 
число q = r + jk, разложим 0( , )W x s  в двусторонний 
интеграл Лапласа, полагая x = x0 (имеем теперь 
множество кривых стационарных состояний), по-
лучим функцию Грина G в представлении «ком-
плексное волновое число – комплексная частота» 
(qs-представление): 

 ( , ) ( , )e .qxG q s W x s dx



   (11) 

Из (11) видно, что qx представляет собой про-
странственную комплексную фазу, интеграл Лапла-
са – двусторонний. Так как функция G(q, s) получена 
расчетом, а не идентификацией, для существования 
интеграла (11) следует определить его полосу схо-
димости, ограниченную двумя абсциссами [5]. Дей-

ствительно, 
0

( , )e ( , )eqx qxW x s dx W x s dx
 




   

0
( , )e ,qxW x s dx


   и для каждого из этих двух ин-

тегралов должна существовать своя абсцисса аб-
солютной сходимости. 

Аналитический расчет интеграла (11) может 
представлять значительные трудности, поэтому 
целесообразна аппроксимация подынтегрального 
выражения. 

В случае, если переменная x будет представ-
лять собой рассогласование по управляемой пе-
ременной в W(x, s), разложение (11) обеспечит 
равноправность переменных q, s при расчете ре-
гулятора в системе управления, так как будет ак-
тивизирована ее импульсная составляющая. 

Пример расчета функции Грина системы 
«прибор–объект» на основе модели объекта в 
виде ОДУ. Рассмотрим упрощенную математиче-
скую модель прямолинейного движения судна с 
электродвижением в водоеме больших размеров.  

Эта модель имеет вид: 2 ,dvM Kv F
dt

   где 

F – сила тяги винта, обусловленная моментом 
гребного электродвигателя; v – скорость движе-
ния судна как целого; Kv2 – сила сопротивления 
среды; M – масса судна с учетом присоединенной 

массы воды; 0
20

R
K

v
  – коэффициент сопротив-

ления среды, R0 – сила сопротивления на полном 
ходу судна; v0 – скорость полного хода судна. 

После введения обозначений x = v; u = F по-
лучим 

 2 0,dxM Kx u
dt

    (12) 

так что 2( , , ) ( , )
i

i
i

Kf x x u x x K u x x
M

         

.u
M

  Разложение f по степеням с удержанием 
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линейных слагаемых и постоянной части, имеет 

вид: 0 0( , ) 0.f f fdx dx du f x u
x x u
  

   
  




 Найдем 

производные от f: 2 11;   ; .  f f K fx
x x M u M
  

   
  

 

Применяя метод Хевисайда относительно кривой 
стационарных состояний и заменяя далее диффе-
ренциалы на вариации, получим для (12): 

0 20 0
2 1 .

uK Kx s x u x
M M M M

       
 

 Таким обра-

зом, кривая стационарных состояний имеет вид 
20 0 ,u Kx  а функция Грина в xs-представлении – 

0
0

1 1( , ) .2W x s KM s x
M




 Функция Грина G при 

замене в 0( , )W x s  x = x0 в qs-представлении вы-
глядит следующим образом:  

0 0

2 2

1 1( , ) e
2

1 1 1 1
2 2

1 e e ,
2 2 2
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где ( )Ei   – интегральная показательная функция. 
Для полученной функции G(q, s) требуется 

анализ полосы сходимости и непрерывности в 
этой полосе. 

Обсуждение результатов. Учитывая то, что в 
(10), (11) квант действия I → 0, можно полагать, 
что функции 0( , )W x s  и G(q, s) получены при ну-
левом импульсно-энергетическом обмене. Однако 
это не мешает, пользуясь символическим методом 
обращения преобразования Лапласа, получать 
функции Грина в координатно-временном пред-
ставлении. 

Интересно отметить, что при нулевом кванте 
действия (т. е. при нулевой амплитуде колебаний) 
определены длины волн λ = 1/k и их фазовые ско-
рости v = ωλ. 

Главное отличие функции Грина G(q, s), по-
лученной здесь из ОДУ, от функции Грина, полу-
ченной в [1] из уравнений обмена, состоит в от-
сутствии в ней случайной составляющей. Дей-
ствительно, функция G(q, s) рассчитана на основе 
детерминированной модели без потери точности 
последней и поэтому сама должна быть детерми-

нированной. Геометрически функция G(q, s) 
представляет собой поверхность в трехмерном 
гиперпространстве комплексных плоскостей G, q, 
s и в ней можно выделить пространственную ам-
плитуду и фазу. 

В случае, если исходная модель представляет 
собой ЛОДУ, функция (10) не будет зависеть от x0, 
так что разложение (11) G(q, s) для идеального при-
бора будет неопределенным. Но для прибора с 
ограничениями по измерительно-управляющему 
диапазону и «полосе» частот, согласно [6], получим: 

 П o( , ) ( , ) ( ).G q s G q s W s  (13) 

В (13) учтено правило композиции функций 
G, W. Здесь G(q, s) – функция Грина СПО; GП(q, s) – 
функция Грина ИУП с указанными ограничения-
ми, но с нулевым квантом действия; Wо(s) – 
функция объекта (10) для ЛОДУ. 

С учетом того, что в [1] активная часть им-
пульса присутствует в уравнении обмена как 
управляющий сигнал, следует оценить целесооб-
разность использования в (13), и даже в (11), ве-
щественной части переменной q. Ведь диссипа-
тивные (и контрдиссипативные) свойства объекта 
уже учтены вещественной частью s. Если таким 
образом положить в q r = 0, то будем иметь вме-
сто (11) двустороннее преобразование Фурье с 
волновым числом k. При этом подынтегральная 
функция должна обладать свойством абсолютной 
интегрируемости, что обеспечивается (при нуле-
вом кванте действия) прибором с ограничениями 
по измерительно-управляющему диапазону. 

Выводы. Функция Грина электромеханиче-
ской системы представляет собой альтернатив-
ный и в некоторых случаях более удобный для 
исследования и управления вид модели. Эта мо-
дель может быть получена независимо от суще-
ствования модели системы в виде ОДУ. 

Функция Грина СПО с одной степенью сво-
боды, при определенных ограничениях управле-
ния, указанных в статье, может быть выведена из 
ОДУ. Правила вывода основаны на малости им-
пульсно-энергетического обмена в СПО и иде-
альности ИУП. 

Линейность функции Грина СПО есть след-
ствие ее независимости от входного сигнала. 
В случае модели объекта в виде ОДУ это означает 
требование линейности последнего по управля-
ющему воздействию. 

Аналитическое получение функции Грина из 
ОДУ сопряжено со значительными трудностями, 
требует оценки полосы сходимости для двусто-
роннего интеграла Лапласа, что показано в при-
мере расчета. 
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