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Аннотация. Определены четыре упругие характеристики слоистой среды на основе известных решений 
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Введение. Изучение структуры дна океанов и 
морей позволяет значительно расширить пред-
ставления о геологическом строении донных по-
род, истории возникновения морей, формирова-
нии структуры пород, образующих морское дно. 
Основные геофизические исследования структу-
ры дна океанов и морей в настоящее время про-
изводятся дистанционно с использованием гид-
роакустических методов [1]. В прикладной обла-
сти гидроакустические средства позволяют обна-
руживать донные структуры, благоприятные для 
скопления в них нефти и газа, рудные поля и т. д., 
а также определять инженерные свойства грунтов 
для строительства подводных сооружений и др. 
В основу таких методов положена акустическая 
неоднородность осадочных пород, образующих 
дно океана, вызывающая частичное отражение 
акустической энергии от границ раздела таких 
пород и преломление акустических лучей при их 
переходе из одной структуры в другую. Особен-
ности распространения акустических волн ис-
пользуются для определения характеристик оса-
дочных пород донного грунта. При этом предпо-
лагается, что строение их слоистое, на пути рас-
пространения отраженных волн границы между 
слоями параллельны, а характеристики каждого 
из слоев однородны и постоянны. Гидроакусти-
ческое средство, в основе работы которого ис-
пользуется указанный метод, называется акусти-
ческим профилографом донного грунта. Акусти-
ческий профилограф решает задачи стратифика-
ции и классификации осадочных структур. 
Подробные физические основы функционирова-
ния акустического профилографа при стратифи-
кации донного грунта представлены в [2]. В свою 
очередь, классификация донного грунта выполня-
ется на основе анализа эхосигналов. Анализ ам-
плитуд эхосигналов и их спектра позволяет вы-
полнить оценку характеристик грунта, на основа-
нии которых рассчитываются классификацион-
ные признаки, позволяющие отнести тип грунта к 
одному из четырех классов [3]. 

Таким образом, для анализа слоистых сред ак-
туально определение упругих характеристик на 
основе рассмотрения распространения волн в раз-
личных направлениях внутри среды и выявления 
их связей со скоростями распространения волн. 

Цель статьи состоит в определении выраже-
ний для расчета основных упругих характеристик 
слоистой структуры донного грунта при извест-
ных скоростях распространения волн в слоях. 

Модель слоистой среды. Под слоистой сре-
дой будем понимать структуру, состоящую как 
минимум из двух чередующихся слоев однород-
ных и изотропных веществ [4]. Рассмотрим гео-
метрическую модель задачи нахождения связи 
между скоростями распространения акустиче-
ских волн и упругими характеристиками неодно-
родной слоистой среды со слоями толщиной a и b 
и параметрами (плотность ρ, коэффициенты Ламе 
λ, μ): ρ, λ, μ – для первой среды, и , ,    – для 
второй среды (см. рисунок). 

Для слоя 1 примем следующие выражения 
для продольных и поперечных смещений в 
направлении осей x и z:  
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Здесь ξlx, ξlz – продольные и ξtx, ξtz – поперечные 
смещения в направлении x и z соответственно; i –
мнимая единица; k – волновое число; ( ),P z   ( )Q z  – 
производные P(z) и Q(z) соответственно. Причем 
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где A, B, C, D – пока неопределенные постоян-
ные; kl, kt – волновые числа продольной и попе-
речной волн соответственно.  
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Выражения для компонент тензора механиче-
ских напряжений для первого слоя имеют следу-
ющий вид:  
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Отсюда видно, что продольные и поперечные 
компоненты упругих смещений и механических 
напряжений записаны через синусную и косинусную 
составляющие для удобства дальнейших расчетов.  

Аналогичные параметры во второй среде для 
выражений упругих смещений и механических 
напряжений обозначаются с чертой сверху. 

Неоднородность слоистой среды выражается 
взаимодействием выступов и впадин микрорель-
ефа прилегающих друг к другу слоев. Тогда упру-
гие смещения ξ и механические напряжения σ 
между граничащими слоями должны удовлетво-
рять неоднородным граничным условиям, учиты-
вающим «разрывы» в компонентах упругих сме-
щений и представляемым в виде [5] 
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где KGT, KGN – тангенциальный и нормальный 
коэффициенты жесткости.  

Нормальный коэффициент жесткости опреде-
ляет передачу нормальных составляющих упругих 
смещений, а тангенциальный – передачу касатель-
ных составляющих. Коэффициенты жесткости 
зависят от коэффициента перфорации, характери-
зующего степень сплошности между прилегаю-
щими средами структуры, а также от шероховато-
сти, и определяются по формулам 
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где ,l lc c  – скорости продольной волны в первом и 

во втором слоях соответственно; 2 2
оp b d  – ко-

эффициент перфорации; 2 ;f   ,t tc c  – скорости 
поперечной волны в первом и во втором слоях со-
ответственно; d – среднее расстояние между кон-
тактными участками.  

К нахождению эффективных характеристик 
слоистой структуры можно подойти с различных 
сторон. В случае предположения об имеющейся 
периодичности задача о распространении волн в 
неоднородной среде сводится к решению волно-
вого уравнения, имеющего периодические коэф-
фициенты. По причине того, что между внешни-
ми слоями параметры постоянны и меняются 
скачком только на границе раздела слоев, реше-
ние волнового уравнения (а потом обыкновенно-
го) может быть найдено для общего случая задачи 
для нетонких слоев. Если имеется необходимость 
решения задачи определения характеристик для 
мелкослоистой среды, то, используя описанную 
методику, в результате предельного перехода из 
волнового уравнения получают требуемое урав-
нение. Вводя уточнение для поправочных членов, 
можно определить конкретные условия примени-
мости предельных результатов. 

Покажем, что в отношении своих упругих 
свойств слоистая среда – это аналог кристалла 
гексагональной симметрии. Рассмотрим класс 
кристаллов C6 и выберем систему координат с 
осью z по оси 6-го порядка. Введем комплексные 
«координаты», выполнив их формальное преоб-
разование [6]:  

6 6  , ,x iy x iy       

где x, y – прямоугольные координаты. 
Координата z остается без изменений. К этим 

новым координатам необходимо также преобра-
зовать тензор модулей упругости λiklm – после 
преобразования координат его компоненты теперь 
принимают значения ξ6, η6, z. В случае поворота 
на 120° вокруг оси z новые переменные подвер-
гаются преобразованию: 

2 3 2 3
6 6 6 6e , e ,    .i i z z         

Отличными от нуля остаются только те ком-
поненты модуля упругости λiklm, которые не ме-
няются при соответствующем преобразовании:  

, ,      , , .  zzzz zz z z          

Другие возможные элементы симметрии гек-
сагональной системы ничего не добавляют к этим 
ограничениям. Таким образом, показано, что ко-
личество упругих характеристик кристалла гекса-
гональной симметрии совпадает с количеством 
упругих характеристик слоистой среды, т. е. для 
описания ее упругого поведения необходимо и 
достаточно задать пять модулей упругости. 

Для нахождения параметров среды необходи-
мо рассмотреть три поперечных волны и две про-
дольные.  
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Выражения для скоростей распространения 
продольной волны в двух направлениях распро-
странения представлены в [7]. Выражения для 
скоростей распространения поперечной волны 
вертикальной и горизонтальной поляризации в 
двух направлениях представлены в [8]. 

Таким образом, если ограничиться только двумя 
направлениями распространения, то определяются 
только четыре из пяти упругих постоянных, выра-
жения для которых известны, а связь со скоростями 
распространения волн будет представлена далее.  

Эффективные характеристики слоистой 
среды. Свободная энергия единицы объема кри-
сталла гексагональной симметрии, а соответ-
ственно, и слоистой среды, записывается в виде 
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где uik – компоненты тензора деформации; λ1 = 
= λ2 = λ +2μ, λ3 = λ, λ4 = λ5 = μ – упругие харак-
теристики материала; λ, μ – коэффициенты Ламе. 

Если принять ρ – плотность кристалла (слои-
стой среды), то квадраты скоростей распростра-
нения волн в направлениях x и z определятся сле-
дующим образом [9]:  

 2 2 2 2 252 4 1   , , ,   .xx xz zx xy zzс с с с с
  

    
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 (2) 

Здесь первый индекс при c указывает направ-
ление распространения волны, а второй – направ-
ление вектора смещения частиц среды ξ.  

Модуль λ3 в (2) не входит, так как для его 
нахождения необходимо определить скорости 
распространения волн под углом к оси z, отлич-
ным от 0 и π/2. 

Рассматривая непосредственно слоистую среду 
с неоднородностями, можно сказать, что твердая 
неоднородная среда описывается эффективными 
динамическими модулями упругости, нахождение 
которых – задача сложная, решаемая на основе ме-
тодов статистической механики. 

Учет неоднородностей, их форм и размеров в 
слоистой среде выполним на основе методов са-
мосогласованного поля для длинноволнового 
приближения: н, ,  r D    где r – расстояние меж-
ду неоднородностями; Dн – диаметр неоднород-
ности; λ здесь – длина волны зондирующего им-
пульса. Тогда эффективные динамические харак-
теристики: эффективная плотность ρэф, эффек-
тивные модули упругости μэф, λэф, запишутся 
следующим образом [10]:  
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где ρ0, μ0, λ0 – значения характеристик среды без 

неоднородностей, , ,      – разность эф-
фективных значений в поверхностном слое и в 
глубине, z0 – толщина приповерхностного слоя. 

В случае распространения волн в среде, име-
ющей слабую неоднородность, должны выпол-
няться следующие условия:  
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Проводя зондирование донного грунта и выпол-
няя последующее решение задачи классификации 
слоев донного грунта, необходимо найти значение 
эффективной скорости в слое. Эффективная ско-
рость определяется решением дисперсионного 
уравнения относительно волнового числа. Найден-
ную скорость необходимо подставить в (2) для по-
лучения требуемых упругих характеристик слоистой 
среды и отнесения ее к определенному классу.  

Как уже было сказано, для продольной и попе-
речных волн, распространяющихся в двух направ-
лениях, скорости распространения известны, и, со-
ответственно, могут быть определены упругие ха-
рактеристики, которые будут иметь вид 
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    

       


      
  

 (3) 

где  n a b a   – относительная толщина перво-

го слоя;  n a b b   – относительная толщина 
второго слоя. 

Для определения параметра λ3 рассмотрим 
распространение волны под углом к оси z. Тогда 
для рассматриваемой волны упругое смещение 
частиц можно записать в виде 

 

 
     

 
     

1 3

1 3

3

1

3

1

e ;

e ,

i k x k z
x

i k x k z
z

Q z ik Q z
P z

ik

P z ik P z
Q z

ik

 

 

  
   

 
  

   
 

 (4) 
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где k1, k3 – проекции волнового вектора на оси x, 
z соответственно.  

Подставляя выражения (4) в неоднородные 
граничные условия (1), получим восемь уравне-
ний, образующих детерминант восьмого порядка, 
раскрывая который, получим дисперсионное урав-
нение для нахождения скорости волны, распро-
страняющейся под углом к оси z. Сопоставляя по-
лученное дисперсионное уравнение с известным 
соответствующим приближенным уравнением для 
кристалла гексагональной симметрии, которое 
имеет вид [9] 

  
 

2 2 2 2 2 2
2 1 5 3 5 1 1 3

2 2 2
3 5 1 3 0,

k k k k

k k

          

    
 

получим следующее выражение для параметра λ3:  

 

 

2
2 1 5

3 5 1 5
4 1 1

KGN

2 KGT 2

nn    
              

         
       

 

 
   

 

1 2

.
2 KGT 2

n n          
       

 (5) 

Таким образом, зная все пять упругих модулей 
(3), (5), т. е. располагая всеми характеристиками 
«кристалла», можно вычислить скорости распро-
странения волн в произвольных направлениях.  

В случае, если среда изотропна и однородна, 
т. е.   , ,       λ1 = λ +2μ, λ5 = μ, а коэффициенты 
жесткости KGT, KGN → ∞, выражение (5) дает 
λ3 = λ1, как и должно быть для изотропной среды 
[7]. Стоит отметить, что соответствующие выраже-
ния для упругих постоянных однородной среды по-
лучаются при предельном переходе KGT, KGN → ∞. 

Используя при выполнении классификации 
типа донного грунта в качестве дополнительного 
классификационного признака связь между ско-
ростью распространения волны и упругими ха-
рактеристиками, можно повысить достоверность 
определения типа донного грунта [11]. 

Для решения задачи классификации типа дон-
ного грунта, при акустическом профилировании 
важно знать не только скорости распространения 
волн в различных направлениях, но и их коэффи-
циенты поглощения. В этом случае коэффициенты 
λ и μ заменяются комплексными благодаря введе-
нию объемной ζ и сдвиговой η вязкостей: 

2 2 ;
3 3

.

i

i

       

  
 

Комплексные волновые числа определяются, 
согласно (1), по формулам 

2 2 2 2
2 2 2 2 2

2 5 4 1
  , .  , ,xx xz zx xy zzk k k k k       

    
   

 

Представляя комплексное волновое число в 
виде k = k0 – iχ, где k0 – вещественная часть вол-
нового числа, χ – коэффициент поглощения, и 
ограничиваясь членами первого порядка относи-
тельно ζ и η, получим следующие выражения для 
коэффициентов поглощения волн в различных 
направлениях распространения:  

   

2
1

2 22 1

1 2

2

4 4
13 3

2
2 2

4 4
1 ;3 3 3_

2 2

xx
n n                              

             
    
              

 

 

   

2
5 2 2

2

4 4

2
1 2 2

;
2

;
2

4 4
3 3 ,

2 2 2

xz zx

xy

zz

n n

n n

n n

         
  

 
   

 

                     
       

 

где ,   – объемная и сдвиговая вязкости соот-
ветственно для второй среды. 

Причем под λi при i = 1, 2, 4, 5 понимаются 
действительные модули, выражающиеся через 
коэффициенты Ламе по формулам (3). 

Заключение. Таким образом, на основе из-
вестных решений дисперсионных уравнений для 
продольных волн и поперечных волн вертикаль-
ной и горизонтальной поляризации, распростра-
няющихся в двух направлениях в слоистой среде, 
определены четыре из пяти упругих постоянных 
слоистой среды. Пятая упругая постоянная опре-
делена при рассмотрении распространения волны 
под углом к оси z модели слоистой структуры. На 
основе известных упругих постоянных слоистой 
среды можно произвести классификацию матери-
алов структуры при акустическом профилирова-
нии донного грунта. 
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