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Аннотация. Представлена методика определения микротвердости металлических сплавов через эн-
тальпию смешения, согласно которой поправочный коэффициент определять не обязательно.  
Цель работы: на теоретическом уровне простроить связь между микротвердостью и энтальпией смеше-
ния для металлических сплавов. 
Проводимые исследования базировались на теории парных потенциалов. Металлические сплавы рас-
сматривались как кристаллическая система, взаимодействие атомов внутри которой происходят с уче-
том нахождения данной системы в конденсированном состоянии.  
Под воздействием индентора атомы смещались из равновесного положения и на поверхности исследу-
емого вещества оставался отпечаток. Разрушению подвергалась только некоторая доля связей и часть 
вещества вытеснялась индентором. Размер отпечатка не лимитирован и равен размеру атома. В резуль-
тате внешнего воздействия в металлических сплавах изменялась энтальпия. 
Получено соотношение, позволяющее установить связь микротвердости с концентрацией примеси метал-
лического сплава и энтальпии смешения. Однако для определения данной связи потребовался поправоч-
ный коэффициент, равный отношению всех связей между атомами сплава к числу разорванных связей. 
Методика предполагает рассмотрение процесса образования сплава через изменение его внутренней 
энергии. В этом случае внутренняя энергия изменялась на значение энтальпии смешения.  
В результате появилась возможность теоретического определения микротвердости сплава любого со-
става, что дало возможность определить энтальпию смешения твердых растворов на основе измерения 
их микротвердости. Предложенный метод позволяет теоретически рассчитать микротвердость еще не 
изученных сплавов. 
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Abstract. The article presents a method for determining the microhardness of metal alloys through the en-
thalpy of mixing, according to which it is not necessary to determine the correction factor.  
The aim of the work is to theoretically establish the relationship between microhardness and enthalpy of mix-
ing for metal alloys.  
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The conducted research was based on the theory of paired potentials. Metal alloys were considered as a crys-
talline system, the interaction of atoms within which occurs taking into account the presence of this system in a 
condensed state.  
Under the influence of the indenter, the atoms shifted from their equilibrium position and an imprint remained 
on the surface of the studied substance. Only a certain fraction of the bonds were destroyed, and part of the 
substance was displaced by the indenter. The size of the print is unlimited, and is equal to the size of an atom. 
As a result of external influences, the enthalpy in metal alloys changed.  
A ratio has been obtained that makes it possible to establish a relationship between microhardness and the 
concentration of metal alloy impurities and the enthalpy of mixing. But to determine this bond, it took a correc-
tion factor equal to the ratio of all bonds between the alloy atoms to the number of broken bonds. The tech-
nique involves considering the process of alloy formation through a change in its internal energy. In this case, 
the internal energy was changed by the amount of the mixing enthalpy.  
As a result, it became possible to theoretically determine the microhardness of an alloy of any composition, 
which made it possible to determine the enthalpy of mixing of solid solutions based on measuring their micro-
hardness. The proposed method makes it possible to theoretically calculate the microhardness of alloys that 
have not yet been studied. 
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Введение. Вычисление энтальпии смешения 
металлических сплавов представляет важную 
задачу теоретической металлургии. Энтальпия 
смешения – это одна из термодинамических ха-
рактеристик, которая позволяет оценивать энер-
гию межмолекулярного взаимодействия. К насто-
ящему времени нет теоретических расчетов эн-
тальпий смешения металлических сплавов. Такие 
вычисления выполнены на систематической ос-
нове в представленной работе. Следует отметить, 
что экспериментальное определение энтальпии 
смешения очень трудоемко. 

Цель исследования заключается в установ-
лении связи энтальпии смешения с микрохарак-
теристиками изучаемого вещества и построении 
на основе этой связи модели, позволяющей опре-
делить энтальпию смешения через другие пара-
метры, измерение которых в эксперименте не 
представляет большой трудности. 

Материал и методы исследования. Для ре-
шения поставленной задачи была использована 
теория парных потенциалов* [1]–[4]. Полученные 
в [5] расчетные значения демонстрируют согласо-

                                                             
* Парный потенциал – одно из приближений, позволяю-
щее перейти от многомерных измерений поверхности 
потенциальной энергии к многократному суммированию 
значений одной парной потенциальной функции от одной 
переменной – расстояния между атомами [5].  

ванность с экспериментом. На основании резуль-
татов, полученных авторами этой и других статей 
(напр., [6], можно сделать вывод о допустимости 
использования представленных подходов для 
расчета энтальпий смешения. 

Потенциальную энергию двух взаимодей-
ствующих атомов можно представить в виде 

1 2W W W  , где W1, W2 – потенциальные энер-
гии отталкивания и притяжения, Дж. Перепишем 
это уравнение согласно [1] в следующем виде: 

n mW Aa Ba   , где а – расстояние между ато-
мами, м; А и В – некоторые положительные по-
стоянные; n, m – показатели степени (n > m). 

Если энергия двух частиц достигла миниму-
ма, то сила, действующая между ними, равна ну-

лю. Отсюда следует, что n mnAa mBa  .  
Энергия W0 – энергия межатомного взаимо-

действия в случае нахождения атомов в равно-
весном состоянии, т. е. на расстоянии 0a , равна:  

0 0 0
n mW Aa Ba    

или 

 0 0 01 1 ,m nm nW Ba Aa
n m

          
   

 (1) 

где а0 – равновесное расстояние между частица-
ми, м, причем а = а0. 
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Из соотношений (1) можно вывести выраже-
ние для А и В в следующем виде: 

 0 0
nW ma

A
m n




, 0 0
mW na

B
m n




 (2) 

После подстановки А и В из (2) в (1) получим 
соотношение, называемое уравнением Густава Ми:  

 
 

0 0
0

1 .
n ma a

W W m n
m n a a

               
 (3) 

Проанализируем, как будут изменяться вели-
чины, входящие в соотношение (3), если атомы 
попадут в конденсированную среду. Вообще го-
воря, можно считать, что в системе, построенной 
из N частиц, любая из них образует пару с каждой 
из (N – 1) оставшихся частиц. Полное число та-

ких пар равно 
 1

2
N N  , или приближенно 21

2
N , 

поскольку N обычно большое число. Если число 
ближайших соседей в системе частиц обозначить 
с, то число пар частиц, расположенных рядом, 

равно 1
2

Nc , а полное число пар составляет 21
2

N . 

Таким образом, потенциальная энергия N одина-
ковых частиц в системе  

 2
ср1 2 ,W N W  (4) 

где Wср – средняя энергия, приходящаяся на пару 
частиц. Теперь задача состоит в том, чтобы вы-
числить Wср для разных систем. Предположим, 
что большая часть полной потенциальной энер-
гии взаимодействия определяется непосред-
ственным взаимодействием ближайших соседних 
частиц и задается (4). 

Если предположить, что для отдельной пары 
частиц выполняется уравнение Ми (3), то потен-
циальная энергия взаимодействия ближайших 
соседей  

 21
2

n mU N Aa Ba   . 

Чтобы подсчитать долю потенциальной энер-
гии, обусловленную взаимодействием со всеми 
остальными частицами, лежащими вне ближай-
шей координационной сферы, следует ввести 
численную постоянную s, не сильно отличающу-
юся от единицы. Для системы, состоящей из 
N частиц, каждая из которых находится на расстоя-
нии а от соседней, можно записать выражение  

  1 .
2

n m
n mU Nc s Aa s Ba    (5) 

По (5) определим полную потенциальную энер-
гию системы. Если рассматриваемая система – кри-
сталл, в котором все частицы расположены в узлах 
пространственной решетки, то постоянную s с лю-
бой степенью точности можно определить, исходя 
из геометрических соображений. Так, например, в 
кристалле каменной соли каждую частицу окружа-
ют шесть ближайших соседних частиц, находящих-
ся на расстоянии а, двенадцать соседних частиц, 
находящихся на расстоянии а 2 , восемь – на рас-

стоянии а 3,  и т. д. Энергия отталкивания одной 
молекулы от всех остальных частиц в кристалле 
выражается уравнением  

от
1 1
2 2

1
2 2

6 12 8 ...

2 3
6 2 41 ... .

2 3

n n n

n
n n n n

A A A
a

a a
cAsA

a a

       
            

      
 
 

 

Вернемся к (5). Поделив энергию на N, полу-
чим  

  1 .
2

n m
n mu c s Aa s Ba    (6) 

Таким образом, средняя потенциальная энергия, 
приходящаяся на одну молекулу, – (6). Воспользо-

вавшись условием равновесия 0
sa a

du
da 

   
 

, 

найдем, что as – межатомное расстояние, харак-
теризующее систему в условиях, когда ее потен-
циальная энергия имеет минимальное значение. 
Тогда для as получим соотношение  

n m n
s

m

s nA
a

s mB
  . 

Минимальную величину потенциальной энер-
гии можно записать в двух эквивалентных формах: 

 1 11 1 .
2 2

m n
s m s n s

m nu cs Ba cs Aa
n m

          
   

 (7) 

Исключив А и В из уравнений (5) и (7), получим  

 .
n m

s s su a a
u m n

m n a a

               
 (8) 

Полученное соотношение по форме напоминает 
уравнение Густава Ми (3), но теперь содержит ве-
личины, относящиеся не к паре изолированных ча-
стиц, и характеризует взаимодействие между ато-
мами в конденсированном состоянии.  
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Избыток потенциальной энергии при беско-
нечном взаимном удалении частиц по сравнению 
с потенциальной энергией частиц, находящихся 
на расстоянии аs одна от другой, равен внутрен-
ней теплоте сублимации или испарения i su   . 

Рассмотрим методику измерения микротвердо-
сти. Для определения микротвердости индентор с 
нагрузкой gF m  делает укол и на поверхности 
исследуемого вещества остается отпечаток. Вели-
чина микротвердости H  рассчитывается по фор-

муле из [7] FH
S  , где S – площадь отпечатка, м2. 

Поскольку размер отпечатка не лимитирован, 
то рассмотрим случай, когда он равен размеру 
атома 2

sS a . На рис. атом В под действием силы 
F сместится из равновесного положения и ока-
жется в некотором промежуточном положении. 
Сила F в этом положении, будет уравновешивать-
ся силой притяжения между атомами А – В и  
В – С, а также другими атомами расположенными 
в первой координационной сфере, и силой оттал-
кивания между атомами В и D. 

 
Схема воздействия индентора  

на кристаллическую решетку вещества 
Diagram of the effect of an indenter  
on the crystal lattice of a substance 

Для определения межатомных сил, восполь-
зуемся (8). 

Сила взаимодействия между частицами равна 

производной du
da

. Пренебрегая малыми силами 

отталкивания между атомами А – В и В – С и при-
тяжения между В – D, с учетом проекции сил на 
направление действия силы F, получим  

 
1 1

2

1 1 1 1 2 2

1 1 ,

s

s
m n

s s s

u zmn
F

m n a

a a aa
b a a a b a

 

 


                  

 

где z – координационное число; 
1

z
b

 и 
2

z
b

 – коли-

чество атомов типа А и D соответственно, а1 – 
расстояние между атомами А и В, м; а2 – расстоя-
ние между атомами В и D, м. 

Подставляя F и S в соотношение (8), получим 
уравнение зависимости микротвердости от пара-
метров и строения вещества  

  3
s

s

u zmn
H

m n a
  


 

 
1 1

2

1 1 1 1 2 2

1 1 .
m n

s s sa a aa
b a a a b a

                   
 (9) 

В большинстве случаев значения us и as неиз-
вестны. Выразим их через известные величины. 
Усреднив межчастичные расстояния в кристалле, 

получим, 3
As

Va k
N

  [8]. Величину us можно за-

писать через энергию U кристаллической решет-

ки моля вещества 
As

Uu
zN

 [8], где V – объем 

моля вещества, NA – число Авогадро, k – струк-
турный коэффициент. 

В этом случае (9) преобразуется к виду  

 
UkmnH
m n V  


 

 
1 1

2

1 1 1 1 2 2

1 1 .
m n

s s sa a aa
b a a a b a

                   
 (10) 

Определение отношений, входящих в уравне-

ние (10), 
1

sa
a

 и 
2

sa
a

 возможно из условия пере-

стройки кристаллической решетки вещества под 
индентором, т. е. условий пластической деформа-
ции. Проанализируем это, используя (8). 

При вдавливании индентора в кристалл рас-
стояние a1 может увеличиваться не бесконечно, а 
до момента получения максимальной силы, т. е. 

2 2 0.d u da   
При дальнейшем увеличении нагрузки на ин-

дентор расстояние между атомами резко увеличи-
вается и связь разрывается: 

 

   

2

2 2

2 2
1 1 0,

s

s
n m

s s

u mnd u
da m n a

a a
n m

a a

 

 


            
    
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   
2 2

1 1
n m

s sa a
n m

a a

         
   

,  

1
1

n m
sa m

a n

      
, 

Выражение для нахождения sa
a

 примет вид 

  
1

1 .
1

n msa m
a n

    
 (11) 

Для нахождения 
2

sa
a

 воспользуемся равен-

ством 0u   

  
1

2
.n msa n

a m
   

 
 (12) 

После подстановки (11) и (12) в (10) получаем: 

 
UkmnH
m n V  


 

 

2 1

1 2

1 1 11 .
1

m n
n m n mn m n

b m n b m

 
 

 
                  

 (13) 

Полученное уравнение совпадает по виду с эм-
пирическим, предложенным в [5], 3

3 sH b Ua  , 

где 3b  – эмпирический коэффициент. 
Уравнение (13) получено теоретически и 

множители m, n, b1, и b2 имеют определенное 
физическое значение. 

Зная теоретическую микротвердость металла, 
найдем ее зависимость от вида и концентрации 
растворенной примеси. Известно, что примесь 
образует с металлом твердый раствор. Растворе-
ние при постоянном давлении сопровождается 
изменением энтальпии ΔН системы, т. е. энергии 
межчастичного взаимодействия. Кроме того, при 
растворении происходит изменение межчастичного 
расстояния на Δа в кристаллической решетке рас-
творителя. Поэтому для аналитического вывода 
связи микротвердости с концентрацией примеси 
необходимо найти зависимости ΔН и Δа от концен-
трации и подставить их в (13). 

Примем в общем случае, что при растворении 
примеси образуется неидеальный твердый рас-
твор с энтальпией смешения ΔН и объемом V, 
отличающимся от аддитивного на величину объ-
ема смешения ΔV. В этом случае энергия и объем 
моля вещества с кристаллической решеткой рас-
считываются, согласно [9], по уравнениям 

2
1 2

1 1
1 1 ;U HU U x

U U
   

     
   

 

 2
1 2

1 1
1 1 ,V VV V x

V V
   

     
   

 (14) 

где U – внутренняя энергия кристаллической ре-
шетки моля вещества, Дж; V – объем моля веще-
ства, м3; х – содержание примеси, выраженное в 
молярных долях, моль/м3. Индекс 1 относится к 
растворителю, 2 – к примеси. 

В случае, если растворено несколько приме-
сей, уравнения (14) преобразуются к виду [10]: 

1
1 11

1 1 ;
n

i
i

i

U HU U x
U U

   
     

   
  

 1
1 11

1 1 ,
n

i
i

i

V VV V x
V V

   
     

   
  (15) 

где хі – концентрации растворенных веществ. 
Подставим соотношения (14) и (15) в (13): 

 1 11
1

1 11

1 1
,

1 1

n
i

i
i

n
i

i
i

U Hx
U U

H H
V Vx
V V


 



  
   

 
  

   
 




 (16) 

где Hμ1 – микротвердость растворителя. 
Полученное уравнение удобно тем, что коэф-

фициенты k, n, m, а также b1 и b2 включены в 
микротвердость растворителя, и поэтому нет 
необходимости их определять. 

Проанализируем соотношение (16). Оно 
включает микротвердость сплава Hμ и раствори-
теля Hμ1, измерение которых не представляет 
трудности, а также внутренние энергии и моляр-
ные объемы известных веществ, входящих в 
сплавы. Остаются две величины – это энтальпия 
смешения ΔH и объем смешения ΔV. Объем сме-
шения можно определить, используя данные 
рентгеноструктурного анализа.  

Выразим энтальпию смешения ΔH из соотно-
шения (16). В результате преобразований получаем  

 1

1

1

1 11
1 1

n
i

i
i

U H H V VH x
H V V
 

 

    
       

   
  

 1
1 1 11

.
n

i i
i

i

V U VU x
V U V

   
    

   
  (17) 
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В качестве U1 в (17) нами была выбрана теп-
лота сублимации Q1, так как именно она показы-
вает энергию, затраченную на разрушение всех 
связей в моле вещества.  

Для проверки справедливости (17) были вы-
браны трехкомпонентные твердые растворы на 
основе никеля. Одним из первых был изучен 
сплав Ni-Cr-Mo. Применительно к трехкомпо-
нентному сплаву (17) будет выглядеть следую-
щим образом: 

 1

1

1

32
2 3

1 1 1
1 1 1

U H H
H

H

VV Vx x
V V V

 




  

            
    

 

 3 32 2
1 2 3

1 1 1 1 1
.

V UV U VU x x
V U V U V

          
    

 (18) 

Расчеты, выполненные по этой формуле, по-
казали, что энтальпия смешения сильно завыше-
на. Проанализировав используемые уравнения, 
мы пришли к выводу, что в рассуждениях была 
допущена следующая ошибка: при переходе от 
уравнения (9) к (10), мы использовали число Аво-
гадро, т. е. получалось, что при внедрении инден-
тора в вещество все связи между атомами разры-
вались. На самом деле это не так. Разрушению 
подвергается только некоторая доля связей, при 
этом часть вещества в виде отдельных кластеров 
вытесняется из-под индентора и образует буртик 
вокруг области его внедрения. В связи с выше-
сказанным в (17) надо ввести поправочный коэф-
фициент σ, равный отношению всех связей меж-
ду атомами сплава к числу разорванных связей: 

 1

1

1

1 11
1 1

n
i

i
i

U H H V VH x
H V V
 

 

    
           

  

 1
1 1 11

.
n

i i
i

i

V U VU x
V U V

   
    

   
  (19) 

В связи с тем, что определение коэффициен- 
та σ в полученном уравнении (19) весьма про-
блематично, была разработана методика, согласно 
которой величину σ определять не обязательно. 
Для этого воспользуемся нижеследующими рас-
суждениями. 

Рассмотрим процесс образования сплава с 
точки зрения изменения его внутренней энергии. 
Возьмем три компонента, обозначенные нижними 
индексами 1, 2 и 3 в количестве А, В и С молей 

соответственно. Внутренние энергии этих веществ – 
U1, U2 и U3. После сплавления внутренняя энергия 
одного моля стала равной U123. При этом внутрен-
няя энергия для одного моля вещества изменилась 
на значение энтальпии смешения ΔH123 по сравне-
нию с аддитивным значением. Исходя из закона 
сохранения энергии, можно записать: 

 
   

123

123 1 2 3 .

A B C H

A B C U AU BU CU

   

     
. 

Для двойных сплавов можно записать анало-
гичные равенства: 

     12 12 1 2 ;A B H A B U AU BU       
         13 13 1 3 ;A C H A C U AU CU       (20) 

        23 23 2 3 .B C H B C U BU CU       (21) 

Сложив правые и левые части уравнений (20) 
и (21), получим для идеальных растворов соот-
ношения  

  
    

    

123 123
1

12 12

13 13 23 23

2

.

A B C U H

A B U H A C

U H B C U H



    

       
       

 

123 120.5 A BU U
A B C


 

 
 

 13 230.5 0.5 ;A C B CU U
A B C A B C

 
 

   
 (22) 

123 120.5 A BH H
A B C


   

 
 

 13 230.5 0.5 .A C B CH H
A B C A B C

 
   

   
 (23) 

Примем, что соотношение (22) можно разде-
лить на две независимые части, одна из которых 
справедлива для внутренней энергии одного моля, 
другая – для энтальпии смешения одного моля, т. е. 
соотношения (22), (23) будут справедливы: 

 1
123 1 2 122H x x H      

    1 3 13 2 3 23 ,x x H x x H         (24) 

где х1, х2 и х3 мольные доли первого, второго и 
третьего компонентов. 

Уравнение (24) – это упрощение уравнений 
(22) и (23) в результате перехода от количества 
вещества к молярным долям. 

Рассмотрим четырехкомпонентный сплав. 
Повторив выкладки, аналогичные вышеприведен-
ным, получаем  



Физика 
Phуsics 

18 

   
   
   
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2 4 24 3 4 34

3 .

x x H x x H

H x x H x x H

x x H x x H


      
 

         
        

 

(25) 
Таким образом, по подобию четырехкомпо-

нентного сплава (25) можно вывести формулы 
для любого числа компонентов. 

Результаты исследования и их обсуждение. 
Следующий этап исследования – проверка спра-
ведливости вышеприведенной теории. На основе 
экспериментальных данных нужно доказать, что 
предложенные формулы справедливы. Для этого 
нами были изучены несколько трехкомпонентных 
металлических систем на основе никеля [7]. Как 
было ранее показано, для энтальпии смешения 
трехкомпонентных сплавов должно выполняться 
соотношение (25). Если умножить левую и пра-
вую части этого уравнения на величину σ, то 
можно воспользоваться формулой (19). Однако 
теперь мы перешли к некоторой новой величине, 
вычисляемой через микротвердость сплавов, ко-
торая не является энтальпией смешения, а только 
пропорциональна ей, причем коэффициентом 
пропорциональности служит σ. Назовем эту ве-
личину псевдоэнтальпией смешения. Псевдо-
энтальпия смешения для трехкомпонентных 
сплавов вычисляется по (18). Для двухкомпо-
нентных сплавов формула будет аналогичной, 
только необходимо исключить третий компонент. 
Если доказать, что соотношение (24) справедливо 
в том случае, когда вместо энтальпии смешения в 
нем будет использована псевдоэнтальпия смеше-
ния, то можно быть уверенным, что оно справед-
ливо и для самой энтальпии смешения, так как 

переход от одной величины к другой совершается 
через один и тот же коэффициент σ. 

Экспериментальное подтверждение справед-
ливости построенной теории выходит за рамки 
этой статьи и будет опубликовано отдельно. 

Необходимо отметить, что использование 
псевдоэнтальпии смешения как некоторой вспо-
могательной величины позволяет, с одной сторо-
ны, легко ее определить через микротвердость 
сплава. С другой стороны, имея набор значений 
псевдоэнтальпий смешения для двухкомпонент-
ных сплавов, их можно легко скомбинировать и 
вычислить псевдоэнтальпию смешения много-
компонентного сплава, а от нее перейти к микро-
твердости данного сплава. Так появляется воз-
можность теоретического определения микро-
твердости сплава любого состава.  

Заключение. Таким образом, в представлен-
ной работе показана возможность определения 
энтальпии смешения твердых растворов на осно-
ве измерения их микротвердости. Несмотря на 
присутствие некоторых трудностей, считаем, что 
дальнейшая разработка этого направления, поз-
волит преодолеть возникшие противоречия. Так-
же необходимо отметить, что предложен метод, 
позволяющий теоретически рассчитать микро-
твердость еще не изученных сплавов. В ряде ра-
бот как зарубежных, так и российских авторов 
рассматриваются другие подходы к построению 
теории металлических сплавов [8]–[14]. Но, по 
нашему мнению, большинство из них – феноме-
нологические, что сильно ограничивает их об-
ласть применения. Необходимо отметить, что 
применение предложенной нами концепции 
нашло отражение в статье [15]. 
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