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Аннотация. В статье разработаны полная нелинейная математическая модель динамики трикоптера с 
поворотными винтами в виде уравнений Лагранжа–Эйлера и две системы нелинейного и адаптивно-
робастного управления со скользящими режимами, работоспособные при действии неизвестных внеш-
них возмущений. Нелинейная система управления со скользящими режимами и постоянными парамет-
рами регулятора синтезирована на основе метода функций Ляпунова. Адаптивно-робастная система 
разработана на базе метода функций Ляпунова с гладкими скользящими режимами управления и с 
адаптивной оценкой верхней границы внешних возмущений. Исследована работоспособность предла-
гаемых систем управления при действии неизвестных внешних возмущений и при изменении аэроди-
намических коэффициентов. Сравнительное исследование построенных систем управления проводится 
в программной среде MatLab/Simulink. 
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Abstract. The article develops a complete nonlinear mathematical model of tricopter dynamics with rotary 
propellers in the form of Lagrange-Euler equations and two systems of nonlinear and adaptive-robust control 
with sliding modes, operable under the action of unknown external disturbances. The nonlinear control system 
with sliding modes and constant controller parameters is synthesized based on the Lyapunov function method. 
The adaptive-robust system is developed on the basis of the Lyapunov function method with a smooth sliding 
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mode control and using an adaptive estimate of the upper bound of external disturbances. The performance of 
the proposed control systems under the action of unknown external disturbances and variations in aerody-
namic coefficients is investigated. A comparative study of the constructed control systems is conducted in the 
MatLab/Simulink software environment. 
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Введение. В последние годы беспилотные ле-
тательные аппараты (БПЛА) привлекают значи-
тельное внимание широким спектром применения 
в различных отраслях, включая строительство, гео-
логоразведку, здравоохранение, воздушное наблю-
дение, навигацию, картографирование, сельское 
хозяйство, мониторинг лесных пожаров, борьбу со 
стихийными бедствиями и грузовые перевозки, 
предлагая тем самым ряд преимуществ в этих от-
раслях – экономическую эффективность, гибкость 
использования и возможность доступа к удален-
ным или опасным районам [1]–[5]. 

Высокопроизводительные мультикоптеры раз-
личных моделей получили широкое распростра-
нение и развитие в течение последних десятиле-
тий из-за растущей потребности в надежных мо-
делях БПЛА, подходящих как для гражданских, 
так и для специальных целей. В связи с этим но-
вая и малоизученная разработка трикоптеров с 
поворотными винтами представляет значитель-
ный интерес, учитывая ее многочисленные суще-
ственные преимущества по сравнению с такими 
популярными БПЛА, как квадрокоптеры или гек-
сакоптеры [6]–[15]. Прежде всего, они отличают-
ся от других типов мультикоптеров превосходной 
подвижностью, что делает их подходящими для 
выполнения сложных задач, требующих быстрого 
и точного маневрирования. Сокращение количе-
ства винтовых двигателей до трех приводит к 
экономии энергии и увеличению продолжитель-
ности безотказной работы. Трикоптер имеет та-
кую же динамику полета, как самолет с непо-
движным крылом, в то время как квадрокоптер 
ведет себя как одновинтовой летательный аппа-
рат. Задний (хвостовой) двигатель позволяет три-
коптеру управлять рысканием, обеспечивая вра-
щение БПЛА вокруг вертикальной оси. Управле-
ние углом наклона позволяет трикоптерам совер-

шать более быстрые, чем в случае квадро-
коптеров, повороты в соответствии с заданными 
ориентирами. Управление рысканием квадроко-
птеров осуществляется за счет изменения крутяще-
го момента с использованием всех четырех двига-
телей, тогда как чтобы заставить трикоптеры вра-
щаться, достаточно просто изменить скорость лю-
бого из трех его винтовых двигателей. Даже в 
ветреную погоду трикоптеры работают более эф-
фективно, чем квадрокоптеры, и ими легче управ-
лять, чем квадрокоптерами того же размера. 

Научные исследования и разработки БПЛА 
зачастую сосредоточены на квадрокоптерах или 
вертолетах, тогда как количество исследователь-
ских работ по трикоптерам с поворотными вин-
тами очень малό из-за сложности их математиче-
ских моделей. В частности, проводимые в России 
исследования трикоптеров останавливаются лишь 
на построении упрощенных линеаризованных 
математических моделей и, соответственно, на 
синтезе регуляторов и моделировании на упро-
щенном уровне. Из-за асимметричности кон-
струкции, существенных нелинейностей и пере-
крестных связей в полной нелинейной математи-
ческой модели трикоптера с поворотными винта-
ми проектирование его систем управления 
сталкивается со сложными проблемами в обеспе-
чении работоспособности трикоптера. 

В свете вышесказанного, разработка высоко-
точных систем управления трикоптерами, эффек-
тивными в условиях неизвестных внешних воз-
мущений, неопределенности и нелинейности ма-
тематических моделей, представляет собой в зна-
чительной степени нерешенную проблему. При 
наличии параметрической неопределенности мо-
дели и внешних возмущений упрощенная система 
управления способна выполнять свои намечен-
ные функции лишь с большими погрешностями и 
даже терять устойчивость. Следовательно, разра-
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ботка эффективных подходов к проектированию 
сложных систем управления трикоптерами имеет 
важное значение [16]–[18]. 

В [19] описано создание нового регулятора со 
скользящим режимом STNT-SMC (Supertwisting 
Nonsingular Terminal Sliding Mode Control) для 
обеспечения аттрактивности БПЛА в сочетании с 
нелинейным наблюдателем возмущений для ком-
пенсации детерминированного внешнего возму-
щения. В [20] рассматривается радиально-базисная 
нейронная сеть (RBFNN), используемая для си-
стемы управления БПЛА с неподвижным крылом 
в качестве наблюдателя неизвестных внешних 
возмущений. В [21] построена адаптивная систе-
ма управления БПЛА на основе метода линеари-
зации обратной связью и адаптивного нейросете-
вого наблюдателя возмущения. Робастный регу-
лятор, обеспечивающий отслеживание желаемых 
заданий в условии изменения параметров и нали-
чия внешних возмущений, разработан в [22] с 
использованием наблюдателя со скользящим ре-
жимом более высокого порядка (HOSM) для 
оценки неизвестных возмущений.  

Помимо использования наблюдателей возму-
щения существует эффективный подход к реше-
нию проблемы неопределенности динамики 
БПЛА с использованием активного управления 
подавлением возмущения (Active Disturbance 
Rejection Control) [23]. В [24] для БПЛА разрабо-
тан гибридный регулятор, синтезированный ком-
бинированием метода обхода интегратора (Back-
stepping) и активного управления подавлением 
возмущения. Для системы управления БПЛА с 
неподвижным крылом в условиях неизвестных 
внешних возмущений в [25] предложена комби-
нация нечеткого регулятора и регулятора обхода 
интегратора с барьерными функциями Ляпунова 
высокого порядка, основанными на ограничениях 
по состоянию.  

В настоящей статье рассматривается разра-
ботка нелинейной математической модели дина-
мики трикоптером с поворотными винтами и син-
тез нелинейного и адаптивно-робастного управле-
ний для компенсации неизвестных внешних воз-
мущений. Методом функций Ляпунова доказаны 
экспоненциальная устойчивость или робастность 
разработанных систем управления. Исследованы 
движения управляемой нелинейной модели три-
коптера с поворотными винтами при действии 
неизвестных внешних возмущений и при варьи-
ровании аэродинамических коэффициентов. 

Описание трикоптера с поворотными вин-
тами. Внешний вид трикоптера с поворотными 
винтами, рассматриваемого в качестве нелиней-
ного объекта управления, показан на рис. 1. 
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Рис. 1. Трикоптер с поворотными винтами 

Fig. 1. Tricopter with rotary propellers  

Трикоптер с поворотными винтами относится 
к типу БПЛА с вертикальным взлетом и посад-
кой. Его механическая конструкция имеет T-
образную форму с использованием трех несущих 
винтов, наклоняемых по трем лучам. Для этого 
используются три синхронных двигателя с посто-
янными магнитами, приводящие в движение вин-
ты. Два передних винта вращаются в противопо-
ложных направлениях, а задний – в направлении, 
согласованном с направлением одного из двух 
передних винтов (рис. 1). Из-за несимметричной 
конструкции трикоптера возникает нежелательный 
крутящий момент, приводящий к дисбалансу угла 
рыскания. Использование трех серводвигателей 
постоянного тока, способных поворачивать винты 
в вертикальной плоскости на углы в диапазоне  
–π/2 ≤ α ≤ π/2 для создания горизонтальной со-
ставляющей силы тяги, не только решает пробле-
му устранения дисбаланса угла рыскания, но и 
обеспечивает превосходство этого типа трикопте-
ра над другими типами БПЛА. 

Благодаря своей трансформируемой кон-
струкции трикоптеры с поворотными винтами 
могут взлетать и садиться вертикально, маневри-
ровать на малых скоростях и совершать крейсер-
ские полеты на высокой скорости. Кроме того, 
трикоптер с поворотными винтами способен 
независимо выполнять поступательные и враща-
тельные движения только за счет наклона несу-
щего винта, а его фюзеляж остается в горизон-
тальном положении. Эта конфигурация трикопте-
ра удобна, например, для установки камеры непо-
средственно на корпус аппарата, а не на подвесе. 
Поскольку эта конфигурация обеспечивает широ-
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кие возможности наклона и повышенную манев-
ренность, различные режимы наблюдения могут 
быть получены непосредственным изменением 
ориентации БПЛА, тем самым изменяя режимы 
наблюдения камеры. В такой ситуации использо-
вание подвеса становится излишним. 

Разработка нелинейной математической 
модели динамики трикоптера с поворотными 
винтами. Для построения математической моде-
ли трикоптера с поворотными винтами системы 
отсчета определяются следующим образом. Как 
показано на рис. 1, земная система координат E 
определяется осью XE, направленной на север, 
осью YE, направленной на запад, и осью ZE, 
направленной вверх. Система координат B, свя-
занная с трикоптером, совпадает с центром масс 
трикоптера и определяется осью XB, ориентиро-
ванной вдоль направления продольного полета 
трикоптера, осью YB, направленной влево, и осью 
ZB, направленной вверх. Для удобства рассмотре-
ния движения трикоптера с поворотными винтами 
используются следующие обозначения [26], [27]: 

тт т 6   q ξ η  – вектор обобщенных коорди-

нат; n – вещественное пространство размерности 
n; ξ = [x  y  z]т – вектор координат центра масс три-
коптера в земной системе координат; η = [ϕ  θ  ψ]т – 
вектор углов ориентации трикоптера в системе 
координат Эйлера: угол крена ϕ, угол тангажа θ и 
угол рыскания ψ;    , 2, 2 ,  , ;        

Ω = [p  q  r]т – вектор угловой скорости трикопте-
ра в системе координат, связанной с трикоптером; 
V = [u  v  w]т – вектор скорости центра масс три-
коптера в системе координат, связанной с трико-
птером; Om×n – нулевая матрица размера m × n; 
En – n-мерная единичная матрица. 

Связь между векторами скорости Ω, V и векто-
рами ,ξ η   задается следующими выражениями: 

 ; ,eb eb V R ξ Ω P η   

где Reb – матрица перехода из земной системы ко-
ординат в систему координат, связанную с трико-
птером, а Peb – матрица преобразования угловых 
скоростей углов Эйлера в угловые скорости отно-
сительно корпуса трикоптера, выражающиеся как 

 
     
     

1 0 sin
0 cos sin cos .
0 sin cos cos

eb

  
     
     

P  

По обобщенным координатам лагранжиан 
трикоптера с поворотными винтами определяется 
выражением вида 

     , , ,L T U q q q q q   

где полная кинетическая энергия  ,T q q  может 

быть записана как  , t rT T T q q , где Tt – по-
ступательная кинетическая энергия; Tr – враща-
тельная кинетическая энергия трикоптера; U(q) – 
потенциальная энергия. 

Поступательная кинетическая энергия трикоп-
тера записывается формулой 

 т т1 1 ,
2 2t aT m ξ ξ ξ M ξ     (1) 

где 3,a mM E  m – масса трикоптера. 
Выражение для вращательной кинетической 

энергии трикоптера имеет вид 

т1
2rT  Ω JΩ  

    т т1 1 ,
2 2eb eb a P η J P η η J η     (2) 

где  diag , ,x y zJ J JJ  – матрица моментов 

инерции трикоптера; т .a eb ebJ P JP  Пусть 

 
11 13

22 23

13 23 33

0
0 ,a

J J
J J

J J J

 
   
  

J  (3) 

где 11 ;xJ J   13 sin ;xJ J     2
22 cosyJ J    

 2sin ;zJ          23 sin cos cos ;y zJ J J      

       2 2 2 2
33 sin sin cos cos .x y zJ J J J          

Представляя потенциальную энергию трикоп-
тера в виде 

   ,U mgzq  (4) 

где g – ускорение свободного падения; z – высота 
центра масс трикоптера от поверхности Земли, 
получим следующее выражение для лагранжиана 
трикоптера с поворотными винтами: 
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cos cos cos sin sin
sin sin cos cos sin sin sin sin cos cos sin cos ;
cos sin cos sin sin cos sin sin sin cos cos cos

eb

      
                
               

R
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      т1, ,
2

L U q q q M q q q    (5) 

где   3 3

3 3

a

a





 
  
 

M O
M q

O J
 – симметричная мат-

рица. 
Динамическая модель трикоптера с поворот-

ными винтами может быть описана формулой 
Эйлера–Лагранжа с вектором внешних обобщен-
ных сил и моментов Q и будет иметь вид 

    , ,
.

L Ld
dt

 
 

 
q q q q

Q
q q
 


 (6) 

Перепишем (6) с учетом уравнений (1)–(5) в 
виде 

   т т1 1 ,
2 2

d U
dt

          
  

q M q q q M q q
Q

q q q

   


 (7) 

где 

 

 
 

 

т

т 3 1

т

т

3 1

1 ;
2

1 ;1
2

2

; 0 0 .

a

a a

a

a
a

d
dt

U mg





           
              

       

q M q q M ξ
q J η J η

Oq M q q
η J ηq

η
g

g
Oq

 
  

 
   

В (7) вектор обобщенных сил и моментов Q 
разделим на три: вектор обобщенных сил тяги и 
крутящих моментов Ft, вектор обобщенных сил и 
моментов сопротивления Fd и вектор обобщенных 
неизвестных внешних возмущений Fp: 

.t d p  Q F F F  

Формула вектора обобщенных сил тяги и кру-
тящих моментов имеет вид 

  
тт тт т т .t be b  

      F F τ R F τ  (8) 

Силы подъема и крутящие моменты винтов 
трикоптера в системе координат B при вертикаль-
ном положении винтов записываются формулами 

2

2 

;

,

i f i

i i

F k

k

 

  
 

где ωi – скорость вращения i-го винта (i = 1, 2, 3); 
kf  и kτ – аэродинамические коэффициенты сил 
тяги и крутящего момента. Тогда силы тяги и кру-

тящие моменты с учетом поворота винтов могут 
быть записаны следующими выражениями: 

   
 

     

1 1 2 2

3 3

1 1 2 2 3 3

sin sin ,
sin ,

cos cos cos ;
b

F F
F

F F F

   
    
      

F  

   
   
   
   
   
   
   

1 1 2 2

1 1 2 2

1 1 2 2

3 3 3 3

1 1 2 2

3 3 1 1

2 2 3 3

cos cos

sin sin ,

cos cos

cos sin ,

sin sin

sin cos

cos cos ,

s s

f f

b

s s

b

F l F l

F l F l

F l

F l F l

F l



     
 
      

             
    
 
      
 

       

τ  

где αi – угол наклона i-го винта относительно 
вертикальной плоскости (i = 1, 2, 3); lb – расстоя-
ние от заднего несущего винта до центра масс 
трикоптера в направлении XB; lf  и ls – расстояния 
от передних винтов до центра масс трикоптера в 
направлениях XB и YB соответственно. 

Запишем (8) в компактном виде: 

 
тт т( ) ,t  

   F q F τ B q Hu  

где  

0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0

0 0

0 0

f f

f

f f f

f s f s

f f f f f b

f s f s f b

k k

k

k k k

k k k l k l

k k l k l k l

k l k l k l k k k

 



  

 
 

 
 
    
 
  
 

     

H  

6 6  

– матрица входа; 

 
 
 
 
 
 

2
1 1
2
2 2
2
3 3 6
2
1 1
2
2 2
2
3 3

sin ,

sin ,

sin ,

cos ,

cos ,

cos

  
 
  
 
  

  
  
 
  
 
   

u  – вектор 

входа;   3 3 6 6

3 3 3
.be  



 
  
 

R O
B q

O E
 

Вектор обобщенных сил и моментов сопро-
тивления Fd выражается в виде 
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       
тт т ,d be    

     F q R d D q d D q    

где  

 т ;u u v v w w D   
т

;         D         

 diag ;x y zd d d d   diag ;d d d   d   

, , , , ,x y zd d d d d d     

– коэффициенты аэродинамических сил и момен-
тов сопротивления. 

Вектор обобщенных неизвестных внешних 
возмущений Fp(t) выражается как 

 
тт т ,p c ct    F F τ  

где Fc – вектор сил возмущения; τc – вектор мо-
ментов возмущения.  

В дальнейшем предположим, что внешние 
возмущения ограничены в виде  p t dF  (d – 

постоянная положительная величина), тогда по-
лучим математическую модель динамики трико-
птера с поворотными винтами в следующем виде: 

 

 

3 1

T

3 1

3 3 3 3
3 3

т
3 33 3

1
2

1
2

a
aa a

a с

с

a

a aa



 

  

 




            
      

          
         

 
               

O
M ξ

η J ηJ η J η η
F Dg F

O ττ D

O O
M O ξ

O J η JO J η η


   


 

 

3 1
.a с

с

 

  

        
            

           

F Dg Fξ
O ττ Dη




 

Пусть  

   
11 12 13

т
21 22 23

31 32 33

1, ,
2a a a

c c c
c c c
c c c

 
      

  

С η η J η J
η

   

где 11 0;c        13 cos sinz yc J J       

 2cos ;    

          
       

2
12

2

cos sin sin cos

cos cos cos ;

y z

z y x

c J J

J J J

         

       

 

 
 

          
       

2
21

2

cos sin sin cos

cos cos cos ;

z y

y z x

c J J

J J J

        

       

 

 
 

     22 cos sin ;z yc J J      

        2 2
23 sin cos sin cos ;x y zc J J J          

         2
31 cos sin cos cos ;y z xc J J J          

       
         

        

32

2 2

2 2

cos sin sin

sin cos cos cos

sin cos sin cos ;

z y

y z

x y z

c J J

J J

J J J

      

         

       



 



 

       

        

2
33

2 2

cos sin cos

sin cos sin cos .

y z

x y z

c J J

J J J

      

       




 

Обозначая    
3 3 3 3

3 3
, ,

,a

 



 
  
 

O O
С q q

O С η η


  

3 1
,a



 
  
 

g
G

O
 получим матричное уравнение вида 

         , .d p    M q q С q q q G B q Hu F q F     (9) 

Матричное уравнение (9) описывает полную 
нелинейную математическую модель динамики 
трикоптера с поворотными винтами. 

Синтез нелинейного управления со сколь-
зящими режимами. Выберем поверхность сколь-
жения [28], [29], описанную уравнением 

   ,t  s e Λe  (10) 

где      dt t t e q q  – вектор ошибок слеже-
ния;  d tq  – вектор желаемых траекторий три-
коптера; Λ – диагональная числовая матрица с 
положительными собственными значениями. 

Положим, что нелинейный закон управления 
имеет следующий вид: 

   1
n d d

     u u BH M q Λe F   

    sign ,      С q s G Ks s  (11) 

где ε > 0 – положительное число; K – диаго-
нальная числовая матрица с положительными 
собственными значениями. 

Выбираем следующую функцию Ляпунова: 

 т1 .
2

V  s Ms  (12) 

Найдем производную функции (12) в силу 
уравнений (9)–(11): 
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 т т т1
2 dV      s Ms s Ms s M q Λe BHu     

 т1 .
2d p    F F Сq G s Ms  (13) 

Учитывая свойства кососимметричной матрицы 

 т 2 0 s M С s  и уравнение (11), можно получить 

следующее выражение для производной (13): 

  т т sign pV      s Ks s s F  

  2
min .p    K s s s F  

Если   ,pd t   F  то 

  2
min 2 ,V V    K s  

где    min max .   K M  

Из выражения (14) имеем    2 0 .tV t e V   
Это значит, что при t → ∞, s → 0, т. е. e → 0 и 

0.e  
Отметим, что выбор значения ε в (11) влияет на 

динамику системы управления при действии внеш-
них возмущений. Система управления трикоптером 
может оказаться неустойчивой, если значение ε вы-
брано неудачно. Наряду с этим, d – тоже неизвест-
ная положительная величина, поэтому невозможно 
найти точное значение d   в (11), но известно, 
что чем больше ε, тем справедливее неравенство 

.d   Однако ε не может быть сколь угодно боль-
шим, так как чем больше ε, тем больше значение 
составляющей  sign , s  а значит, тем больше ам-
плитуда высокочастотных колебаний в законе 
управления (11), вызванных высокочастотным пе-
реключением управляющих сигналов в скользящем 
режиме. Поэтому в следующем пункте синтезируем 
адаптивно-робастное управление для компенсации 
неизвестных внешних возмущений. 

Синтез адаптивно-робастного управления со 
скользящими режимами. Целью управления три-
коптером с поворотными винтами при действии 
неизвестных внешних возмущений служит синтез 
адаптивно-робастного управления со скользящими 
режимами, обеспечивающего выполнение неравен-
ства   0t  e  для любых ,at t  где δ0 – окрест-

ность заданного программного движения трикопте-
ра qd(t); ta – время адаптации. Предлагаемый адап-
тивно-робастный закон управления имеет вид 

     1
a d d

       u u BH M q Λe F С q s    

 
2 2

0

ˆ     
  

sG Ks
s

 (15) 

с алгоритмом настройки 

 
2

2 2
0

ˆ ˆ ,
 
     
   

s

s

  (16) 

где ;d   ̂ – оценка ρ; 0, , 0     – положи-
тельные числа. 

Пусть ˆ      – ошибка оценивания. Выби-
раем функцию Ляпунова вида 

  т T 1 2
1

1 .
2

V     s Ms e e   (17) 

Производная по времени функции V1 равна  

т т т 1
1

1 ;
2

V      s Ms s Ms e e       

 т
1 d d pV          s M q Λe BHu F F Сq G     

 т т 11 ˆ.
2

     s Ms e s Λe    

Учитывая свойства кососимметричной мат-
рицы  т 2 0 s M С s  и уравнения (15), (16), 
можно получить следующее выражение: 

т т т т
1 2 2

0

ˆ pV          
   

ss Ks e s e Λe s F
s



2

2 2
0

ˆ;   
 

s

s
   

т т т
1V     s Ks e s e Λe  

 
2

т
2 2

0

ˆ.p    
 

ss F
s

  (18) 

Далее учтем следующие справедливые нера-
венства: 

 

 

   

т т т

2 2 2 2 2

2 2

02 2 00
т

1 ;
2
1 1 1ˆ ˆ ;
2 2 2

;

.p p

  

          

         

   

e s e e s s

s s s
ss

s F s F s

  

 (19) 

Из (18) и (19) получим 

 т т
1 6 6 6 6

1
2

V  
         
 

s K E s e Λ E e s  

   2 2
0 ;

2


        s   
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   т т
1 min min

11
2

V              
K s s Λ e e  

2 2
0

1 1 .
2 2

       
 

  

Выбираем 1 0   так, чтобы 

 
   min

1 min
max

1 1min ; ; ,
2

        
  

K
Λ

M
 причем 

 min 1, K   min
1
2

 Λ  и 2
1 0

1 ,
2

      

тогда 

 1 1 1 12 .V V      (20) 

Из (17) и (20) получим следующие неравен-
ства: 

    121 1
1 1

1 1
0 0 ;

2 2
tV t V e   

      
 

  121 1
1

1 1
2 0 .

2
tV e   

     
e  

Таким образом, согласно принципу инвари-
антности Ла-Салля [30], все сигналы системы 
ограничены и экспоненциально сходятся к 
наибольшему инвариантному множеству. Исполь-
зуя закон адаптивно-робастного управления (15) с 
алгоритмом настройки (16), достигают цели 
управления, т. е. по прошествии некоторого вре-
мени at t  выполняется неравенство   0,t  e  

где 0 1 1.     
Результаты компьютерного моделирования 

и обсуждение. Компьютерное моделирование 
синтезированной адаптивной робастной системы 
управления трикоптером при действии неизвест-
ных внешних возмущений было проведено в сре-
де MatLab/Simulink при следующих номинальных 
значениях аэродинамических коэффициентов: 

40.2 10 ;k 
    30.25 10 ;fk    0.0242;xd   yd   

0.0316;  0.0546;zd   0.01;d   0.0105;d   

0.0121.d   Вектор внешнего возмущения вы-

бран как  

  

т
10sin 10sin 2 10sin 3

10sin 10sin 2 10sin 3 .

p t t t t

t t t

F
 

Параметры законов управления выбраны 
следующим образом: K = 50E6; 62.5 ;Λ E  ε = 

= 5; ε0 = 0.01; γ = 100; σ = 10–3. 

Обозначаем  

т
f x y zk k d d d d d d      p  

– вектор аэродинамических коэффициентов. 
Пусть p0 – вектор номинальных аэродинамиче-
ских коэффициентов. 

Рассмотрим следующие результаты моделиро-
вания, где штрихпунктирные линии – заданное 
(программное) движение трикоптера, штриховые 
линии – движение трикоптера с нелинейными 
управлением и сплошные линии – движение трико-
птера с адаптивно-робастными управлением: 

1. Подача на вход системы единичного сту-
пенчатого задающего воздействия в условиях 
действия неизвестных внешних возмущений: 

– при номинальных значениях аэродинамиче-
ских коэффициентов p = p0 (рис. 2); 

– при увеличении до 3 раз значений аэроди-
намических коэффициентов p = 3p0 (рис. 3); 

– при уменьшении до 3 раз значений аэроди-
намических коэффициентов p = p0/3 (рис. 4). 

2. Отслеживание траектории спиральной 
формы в условиях действия неизвестных внеш-
них возмущений: 

– при номинальных значениях аэродинамиче-
ских коэффициентов p = p0 (рис. 5, 8); 

– при увеличении до 3 раз значений аэродина-
мических коэффициентов p = 3p0 (рис. 6, 9); 

– при уменьшении до 3 раз значений аэроди-
намических коэффициентов p = p0/3 (рис. 7, 10). 
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Рис. 2. Переходные процессы систем при p = p0  
и одновременном действии внешних возмущений 

Fig. 2. Transient processes of systems at p = p0  
with simultaneous action of external disturbances  
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Рис. 3. Переходные процессы систем при p = 3p0  
и одновременном действии внешних возмущений 

Fig. 3. Transient processes of systems at p = 3p0  
with simultaneous action of external disturbances    
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Рис. 4. Переходные процессы систем при p = p0/3  
и одновременном действии внешних возмущений 

Fig. 4. Transient processes of systems at p = p0/3  
with simultaneous action of external disturbances 
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Рис. 5. Траектории трикоптера при p = p0  

и одновременном действии внешних возмущений 
Fig. 5. Tricopter trajectories at p = p0  

with simultaneous action of external disturbances 
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Рис. 6. Траектория трикоптера при p = 3p0  

и одновременном действии внешних возмущений 
Fig. 6. Tricopter trajectories at p = 3p0  

with simultaneous action of external disturbances 
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Рис. 7. Траектория трикоптера при p = p0/3  

и одновременном действии внешних возмущений 
Fig. 7. Tricopter trajectories at p = p0/3  

with simultaneous action of external disturbances  
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Рис. 8. Ошибки слежения трикоптера при p = p0  
и одновременном действии внешних возмущений 

Fig. 8. Tricopter tracking errors at p = p0  
with simultaneous action of external disturbances 
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Рис. 9. Ошибки слежения трикоптера при p = 3p0  
и одновременном действии внешних возмущений 

Fig. 9. Tricopter tracking errors at p = 3p0  
with simultaneous action of external disturbances 
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Рис. 10. Ошибки слежения трикоптера при p = p0/3  
и одновременном действии внешних возмущений 

Fig. 10. Tricopter tracking errors at p = p0/3  
with simultaneous action of external disturbances  

Из результатов моделирования на рис. 2–10 
видно, что при действии неизвестных внешних 

возмущений нелинейная система управления ра-
ботает с приемлемой точностью управления, а 
адаптивно-робастная система управления – с вы-
сокой точностью управления. При изменении 
значений аэродинамических коэффициентов и 
одновременном действии внешних возмущений 
нелинейная система управления действует с низ-
ким качеством управления и может даже потерять 
устойчивость полета, тогда как адаптивно-
робастная система управления справляется, но 
имеет невысокое качество управления, т. е. одно-
временное влияние неизвестных внешних возму-
щений и неопределенности параметров системы 
не устраняется полностью. Таким образом, в 
дальнейшем для улучшения летных характери-
стик трикоптера с поворотными винтами необхо-
димо разрабатывать адаптивно-робастные систе-
мы управления, работоспособные не только при 
действии неизвестных внешних возмущений, но 
и одновременно в условиях частичной неопреде-
ленности матрицы входа, неопределенности 
аэродинамических коэффициентов и ограничения 
входных воздействий. 

Заключение. Из полученных результатов 
можно сделать следующие выводы: 

1. Построена полная нелинейная математиче-
ская модель трикоптера с поворотными винтами 
в форме уравнений Лагранжа–Эйлера. 

2. Разработаны две системы управления трико-
птером с поворотными винтами, работоспособные 
при действии неизвестных внешних возмущений: 

– нелинейная система управления со сколь-
зящими режимами, синтезированная методом 
функций Ляпунова; 

– адаптивно-робастная система управления с 
гладкими скользящими режимами и адаптивной 
оценкой верхней границы внешних возмущений. 

3. На основе анализа выявленных недостатков 
разработанной нелинейной системы управления – 
невозможность корректно работать при действии 
неизвестных внешних возмущений и негативном 
влиянии вибраций из-за высокочастотного пере-
ключения управляющего сигнала в скользящем 
режиме – в статье предлагается адаптивно-ро-
бастная система управления с гладкими скользя-
щими режимами и адаптивной оценкой верхней 
границы внешних возмущений, позволяющая 
преодолеть вышеуказанные недостатки. 

4. С использованием метода функций Ляпу-
нова доказывается, что: 

– нелинейная система управления экспоненци-
ально устойчива, если правильно выбрать значе-
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ния параметров регулятора, но может становиться 
неустойчивой при непредсказуемых изменениях 
внешних возмущений и влиянии вибраций, вы-
званных высокочастотным переключением управ-
ляющих сигналов в скользящем режиме; 

– при непредсказуемых изменениях внешних 
возмущений адаптивно-робастная система управ-
ления не только обеспечивает ограничение всех 
сигналов системы и их экспоненциальную сходи-
мость к наибольшему инвариантному множеству, 
которое может быть сделано достаточно малым, 
выбирая параметры регулятора, но и формирует 
плавное управление, позволяющее системе ста-
бильно работать без вибраций. 

5. Результаты моделирования показывают, что 
при действии неизвестных внешних возмущений 
обе системы управления работоспособны, причем 

адаптивно-робастная система управления обеспе-
чивает более высокую точность управления, чем 
нелинейная система. Однако при изменении зна-
чений аэродинамических коэффициентов и одно-
временном действии внешних возмущений нели-
нейная система управления показывает низкую 
эффективность и даже может стать неустойчивой, 
а адаптивно-робастная система работает с невы-
соким качеством управления. Поэтому в даль-
нейших публикациях будут разрабатываться 
адаптивно-робастные системы управления, рабо-
тоспособные в условиях частичной неопределен-
ности матрицы входа, неопределенности значе-
ний аэродинамических коэффициентов, ограни-
чения входных воздействий и действия неизвест-
ных внешних возмущений. 
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