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Аннотация. Цель данной статьи – разработка и обоснование упрощенного метода определения распре-
деления температур на поверхности нагреваемого объекта. Для реализации поставленной цели была 
предложена электрическая схема замещения объекта нагрева, состоящая из конденсаторов, соединенных 
между собой сопротивлениями. Конденсаторы в данной модели эквивалентны теплоемкости участков 
нагреваемого объекта, а сопротивления соответствуют тепловым сопротивлениям. Во второй половине 
статьи смоделирована предложенная схема в среде схемотехнического моделирования. 
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Abstract. This work is aimed at developing and justifying a simplified method for determining the temperature 
distribution on the surface of a heated object. To this end, the author proposes an electrical equivalent circuit 
for the heated object, consisting of capacitors interconnected by resistances. The capacitors in this model are 
equivalent to the heat capacity of the sections of the heated object, while the resistances correspond to the 
thermal resistances. Subsequently, the proposed circuit was simulated in a circuit simulation environment. 
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К важнейшим вопросам при проектировании 
системы управления комплексом электромагнит-
ной обработки стали относится невозможность 
достоверного определения температур на поверх-
ности нагреваемого слоя. Причиной этого может 
быть малое расстояние между индуктором и 
нагреваемым изделием или плотная намотка вит-
ков индуктирующего провода, что затрудняет 
установку измерительных приборов (термопар) и 
вносит сложности для проведения бесконтактных 

измерений (с помощью пирометра). Попытки ре-
ализации системы управления, где на информа-
ционный вход поступает сигнал, отслеживающий 
уровень температуры в точке, удаленной на неко-
торое расстояние от индуктора, приводят к неста-
бильной работе системы и возникновению авто-
колебаний. Данный режим работы недопустим, так 
как может стать причиной выхода из строя дорого-
стоящего оборудования или привести к увеличению 
количества отбракованной продукции. 
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Среди множества подходов к решению задачи 
определения температуры в заданной точке мож-
но выделить следующие способы: 

– решением дифференциального уравнения – 
уравнения теплопроводности (Фурье) [1]; 

– c помощью линейных интегральных преоб-
разований. 

Перечисленные способы сложны и часто тре-
буют от разработчика большого ресурса времени 
для овладения тем или иным методом. Именно 
поэтому автором данной статьи предприняты по-
пытки к составлению упрощенной компьютерной 
модели, способной прогнозировать температуру 
под индуктором в зависимости от температуры, 
измеренной на некотором расстоянии. 

Рассмотрим рис. 1, на котором представлен 
эскиз нагреваемого индукционным способом из-
делия цилиндрической формы. Разделим мыслен-
но объект нагрева на четыре сегмента согласно 
принятым обозначениям: Δ – глубина проникно-
вения тока; r – радиус цилиндра; l1 – величина, 
равная длине индуктора; l2 – величина, опреде-
ляющая границу цилиндра. 

 

Рис. 1. Эскиз нагреваемого объекта: 1 – индуктор;  
2 – сегменты нагреваемого объекта 

Fig. 1. Scheme the heated object: 1 – inductor;  
2 – segments of the heated object 
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При разработке и обосновании данной модели 
будем придерживаться следующих суждений: 

1. Тепловая энергия, выделяемая в процессе 
бесконтактного нагрева изделия токами высокой 
частоты, концентрируется в пределах поверх-
ностного слоя Δ: 

503 ,
f


 


 

где ρ – удельное электрическое сопротивление 
материала; μ – относительная магнитная прони-
цаемость материала изделия; f – частота тока. 

2. Представленные сегменты имеют однород-
ную структуру, вследствие чего допустимо суж-
дение о равномерности распределения темпера-
туры θ, удельного сопротивления ρ, теплоемкости 
C и теплопроводности λ в пределах рассматрива-
емого сегмента. 

3. Коэффициент теплоотдачи a в процессе 
моделирования не изменяется. 

Озвученные допущения снижают достовер-
ность полученных результатов, но в значительной 
мере упрощают процесс разработки модели. Запи-
шем уравнение теплового баланса для каждой части 
нагреваемого тела, как показано на рис. 2. 

 

Рис. 2. Эскиз нагреваемого объекта: 1 – индуктор;  
2 – нагреваемое изделие 

Fig. 2. Scheme of the heated object: 1 – inductor;  
2 – heated object 
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В силу принципа индукционного нагрева, 
электромагнитное поле индуктора наводит в заго-
товке вихревые токи, которые нагревают тело по 
закону Джоуля–Ленца. Количество тепловой энер-
гии dQн, вызывающее нагрев первого сегмента за 
время dt, может быть определено по формуле 

н ,dQ P dt  

где P – мощность, затраченная на нагрев металла. 
Учитывая то обстоятельство, что повышение 

температуры остальных частей нагреваемого 
объекта осуществляется передачей тепла от пер-
вого сегмента, то формулы, описывающие коли-
чество тепловой энергии, затрачиваемой на 
нагрев соседних элементов, приобретают вид 
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где λ21, λ31, λ42, λ43 – коэффициенты теплопередачи 

между соответствующими частями нагреваемого 
объекта; S21, S31, S42, S43 – площади поверхностей 

теплообмена; θ1, θ2, θ3, θ4 – температуры. 

Кроме того, не стоит забывать, что поверх-
ностный слой нагреваемого изделия характеризу-
ется потерями тепла в окружающее пространство, 
поэтому для дальнейших расчетов введем два 
дополнительных выражения: 

п01 1 01 1 0

п02 2 02 2 0

( ) ;

( ) ,

dQ a S dt
dQ a S dt

   

   
 

где dQп01 и dQп02 – количества тепловой энергии, 

передаваемые в окружающее пространство с пер-
вого и второго сегментов; a1, a2 – коэффициенты, 

характеризующие интенсивность теплоотдачи в 
окружающую среду; S01 и S02 – площади сопри-

косновения поверхностного слоя объектов с 
внешней средой; θ0 – температура окружающего 

пространства, °C. 
Формула коэффициента теплоотдачи имеет вид 

a = aк + aр, 

где aк и aр – конвективная и радиационная остав-

ляющие соответственно. 
Конвективная составляющая может быть 

определена из следующим образом [2]: 

4к 01.86 ,а      

где θ – температура поверхностного слоя нагрева-
емого объекта.  

Радиационная составляющая коэффициента 
теплоотдачи имеет вид 
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где C0 = 5.7 Вт/(м2 · К4) – коэффициент излучения 
абсолютно черного тела; εк – коэффициент теплово-

го излучения с поверхностного слоя изделия. 
Согласно принципу теплового баланса, коли-

чество тепловой энергии, затрачиваемой на 
нагрев, определяется разностью располагаемой 
тепловой энергии dQн, поступающей в объект 
нагрева, и энергией тепловых потерь dQп. 

Отсюда справедлива запись: 

г н п
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,
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где m – масса объекта, а C – теплоемкость мате-
риала. 

В соответствии с эскизом, представленным на 
рис. 2, составим уравнения теплового баланса: 
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где dQг1, dQг2, dQг3, dQг4 – количества тепловой 

энергии, вызывающие нагрев соответствующих 
сегментов. 

Распишем выражение для dQг1: 
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и преобразуем его к виду 
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Введем обозначение 
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Тогда, заменив d/dt на p, выразим формулу, 
описывающую изменение температуры в первом 
сегменте: 

3121
1 1 21 1 2 31 1 3

1
( ) ( )P S S

l
           

 

 1 01 1 0
1 1

1
( ) .a S

m C p
     (1) 

Используя аналогичные рассуждения, опре-
делим выражения, описывающие изменение тем-
пературы в остальных сегментах объекта: 
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Опираясь на тождество математического ап-
парата теплофизики и электротехники, преобра-
зуем полученные уравнения, заменив тепловые 
величины их электрическими аналогами, как по-
казано в табл. 1. 

Табл. 1. Электрические аналоги тепловых величин 
Tab. 1. Electrical analogues of thermal quantities 

Тепловая величина Электрическая  
величина 

Температура θ, °C Напряжение V, В 
Тепловой поток P, Вт Ток I, А 

Тепловое сопротивление Rth, К/Вт Сопротивление R, 
Ом 

Теплоемкость С, Дж/К Емкость Cf, Ф 

Таким образом, уравнения (1)–(4) принимают 
вид 
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Рис. 3. Схема замещения объекта нагрева 
Fig. 3. Heating object equivalent circuit 
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На основании полученных дифференциаль-
ных уравнений составим электрическую схему 
замещения нагреваемого объекта (рис. 3). 

В данной модели сигналы, наблюдаемые 
между общим выводом (символ ⏚ ) и узлами V1, 

V2, V3 и V4, повторяют форму температуры в че-
тырех сегментах нагреваемого объекта.  

На рис. 4 приведены временные зависимости 
температуры в первом и втором сегментах изде-
лия для случая I1 = 200 A, R1 = 5.5 Ом, R2 = 

= 1 мОм, R3 = 40 Ом, R4 = 1 Ом, R5 = 5.5 Ом, R6 = 

= 1 мОм, Сf1 = 24 Ф, Сf2 = 780 Ф, Сf3 = 24 Ф, 

Сf4 = 780 Ф. 

 

 
 

Рис. 4. Временные зависимости температуры  
в первом и втором сегментах 

Fig. 4. Temperature time dependences in the first  
and second segments 
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Графики, иллюстрирующие зависимость кривой 
температуры как функцию от времени, могут быть 
использованы для приближенного определения тре-
буемого времени нагрева [3]. Однако с практической 
точки зрения наибольший интерес представляет 
анализ протекающих процессов с позиций матема-
тики. Общий вид решения системы уравнений (5) в 
случае простых корней имеет вид [4] 
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где Vв – вынужденная составляющая решения 

системы уравнений; A1, A2, A3, A4 – постоянные 
интегрирования; τ1, τ2, τ3, τ4 – постоянные вре-
мени; t – время. 

Тогда характер изменения температуры в пер-
вом и втором секторах нагреваемого объекта 
можно описать с помощью выражений 
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Прямое использование данных уравнений за-
труднительно, так как они не учитывают зависи-
мость температуры от мощности, подводимой к 
индуктору. Поэтому в Spice-симуляторах удобно 
представлять объект нагрева в виде электриче-
ской схемы замещения, в которой ток источника 
B2 равен мощности, выделяемой в объекте нагре-
ва (рис. 5). В таком случае входной сигнал регу-
лятора обратной связи будет отражать зависи-
мость температуры как функции от мощности и 
времени расчета. 

В компьютерной модели приняты следующие 
обозначения: элементы R1, R2, C1, U1, V1 и B1 
формируют блок регулятора обратной связи; ком-
поненты B1, R3–R8, Cf1–Cf4 образуют эквива-

лентную схему замещения объекта нагрева, рас-
смотренную ранее. 

 

Рис. 6. Структурная схема объекта управления 
Fig. 6. Block diagram of the control object 

Tref                                   Vc                  Pout                    θout 

ПИД G1(s) G2(s) 

 

В то же время, настройку параметров ПИ-
регулятора целесообразно осуществлять с помо-
щью специализированного программного пакета, 
например MatLab/Simulink, для чего в программ-
ной среде Simulink строится структурная схема 

комплекса электромагнитной обработки стали, 
как показано на рис. 6. 

Внесем сокращение, соответствующее сле-
дующему определению: ПФ – передаточная 
функция. Тогда на рассматриваемой блок-схеме 
приняты следующие обозначения: ПИД – ПФ 
регулятора обратной связи; G1(s) – ПФ преобра-
зователя; G2(s) – ПФ, определяющая зависимость 

температуры под индуктором от мощности; Tref – 
опорный сигнал, Vc – сигнал ошибки; Pout – вы-

ходная мощность преобразователя; θout – темпе-
ратура под индуктором.  

Предложенная эквивалентная схема замеще-
ния объекта нагрева может найти применение при 
определении передаточной функции G2(s). При 

заданных ранее номиналах пассивных R- и C-
элементов ПФ имеет вид 
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Таким образом, разработанная модель в пол-
ной мере подходит для исследования переходных 
тепловых процессов в объекте нагрева при посто-
янных тепловых воздействиях. Отдельно стоит 
отметить возможность ее применения для прове-
дения аналитических расчетов, Spice-симуляции 
и решения задач проектирования цепи обратной 
связи в программном пакете MatLab/Simulink. 
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