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Аннотация. С целью создания научно-технических предпосылок эффективного решения обратных задач 
дефектоскопии и структурометрии разработаны физические модели упругого слоя и его границы с упру-
гим полупространством при нарушении акустического контакта, и проанализированы их характеристи-
ки при выполнении граничных условий в приближении «линейного скольжения». Рассмотрены условия 
распространения волн Лява в области границы твердых сред при нарушенном акустическом контакте. 
Получены дисперсионные уравнения для определения фазовой скорости волны Лява. Приведены при-
меры численных решений полученных дисперсионных уравнений для значений параметров моделей, 
актуальных для сферы структурометрии, дефектоскопии и акустических измерений в промышленности. 
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Введение. В современных условиях научно-
технического прогресса продолжаются интенсив-
ные работы по разработке новых видов средств 
неразрушающего контроля и их усовершенство-
ванию, связанных с развитием новых видов тех-
нологий изготовления конструкционных матери-
алов и изделий из них, например аддитивных 
технологий. К таким технологиям и средствам 
контроля можно отнести устройства, использую-
щие волны Лява, характеристики которых могут 
позволить получать дополнительную информа-
цию о свойствах контролируемых объектов, что 
определяет актуальность настоящей статьи приме-
нительно к задачам ультразвуковой дефектоскопии 
и структурометрии [1]–[3]. По этим причинам рас-
смотрение моделей технологических несплошно-
стей предлагается дополнить вспомогательными 
видами неоднородностей, согласованными с тех-
нологическими приемами создания композитов и 
других конструкционных материалов. 

В настоящей статье рассматриваются струк-
турные неоднородности слоистых типов, влияю-
щие на волновые процессы в области плоскост-
ной, микрошероховатой границы раздела между 
упругим слоем и упругим полупространством, 
связь между которыми отличается от условий 
«жесткого» контакта и описывается в приближе-
нии «линейного скольжения» [4]–[6]. Это условие 
на границе раздела твердых сред заменяет усло-
вие непрерывности перемещений. 

В [7] получено дисперсионное уравнение для 
определения фазовых скоростей волн Лява, и 
сформулированы условия их образования в зави-
симости от параметров упругого слоя и полупро-
странства. Представляет интерес проведение до-

полнительного анализа условий образования волн 
Лява в зависимости от параметров неоднородно-
стей и параметров модели «линейного скольже-
ния». Это особенно важно в тех случаях, когда 
учет неоднородностей делает возможным воз-
никновение волн Лява для сочетаний материалов, 
в которых при отсутствии неоднородностей это 
было бы невозможно. Решение данных прямых 
задач может быть использовано также при реше-
нии обратных задач, когда по характеристикам 
отраженных и преломленных упругих волн опре-
деляются значения физико-механических пара-
метров соприкасающихся материалов. 

Рассмотрим, для начала, модель плоскослои-
стой среды в виде чередующихся слоев с задан-
ными характеристиками. Система координат и 
расположение слоя над полупространством пока-
заны на рис. 1, где представлен фрагмент модели 
такой среды с обозначенными параметрами. Как 
следует из рисунка, исследуемая среда представ-
ляет собой периодическую структуру в виде ком-
бинации слоев материалов с различными свой-
ствами (плотностью ρ и коэффициентами Ламэ 
λ, μ), соответственно: ρ1, λ1, μ1 – слой толщиной 

h1 и ρ2, λ2, μ2 – слой толщиной h2; общая толщи-

на h = h1 + h2; h3 – толщина неоднородного слоя 

в направлении оси z. 
Следуя методике [1], [7], можно показать, что 

в низкочастотном приближении для тонких слоев 
величина фазовой скорости эффективной про-
дольной волны, распространяющейся вдоль слоев 
в направлении оси x может быть определена из 
дисперсионного уравнения: 

 A + B + C – D = 0,  (1) 

Слой: ρ1, λ1, μ1 

Полупространство: ρ3, λ3, μ3 

x 

h1 

z 

Направление движения 
объемных волн 

y 

Слой: ρ2, λ2, μ2 

h2 

h3 

Рис. 1. Система координат и схема движения объемных волн вдоль слоев,  
образующих плоскослоистую структуру 

Fig. 1. Coordinate system and diagram of the movement of volume waves along  
the layers that form a flat-layered structure 
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где 

2
1 2 1 24( )A x x   , 

2 2 2
1 1 1 2 2 1 14( ) ( 2),B k x h             

2 2 2
2 2 1 2 2 2 24( ) ( 2)C k x h            , 

  2 2
2 1 1 2 2 2 1 1( 2) ( 2) ;D k y h y h        

2
1 1 1 1 1 1 1( 2) ( 2)x k h h      ,  

2
2 2 2 2 2 2 2( 2) ( 2);x k h h       

2
1 1 1 2 1 2 2( 2) ( 2)y k h h     ,  

2
2 2 2 1 2 1 1( 2) ( 2);y k h h      

2 2
1 1lk k   , 2 2

2 2lk k   ,  

2 2
2 2 ;tk k    

1 1l lk c  , 2 2l lk c  , 1 1t tk c  , 2 2t tk c  , 

xxk c l  , 

ω ‒ круговая (циклическая) частота; cl1, ct1 – скоро-

сти продольной и поперечной волн в среде 1; cl2, 

ct2 – скорости продольной и поперечной волн в сре-

де 2; k, clxx ‒ волновое число и фазовая скорость 

эффективной продольной волны, соответственно. 
После преобразований с учетом малости вол-

новых размеров слоев h1 и h2 можно показать, 

что дисперсионное уравнение (1) преобразуется в 
алгебраическое, решение которого для значений 
фазовых скоростей продольной волны имеет вид 

где 1 1 2( )n h h h  , 2 1 21 ( )n h h h   ‒ относи-

тельные толщины слоев. 
Проведя аналогичные действия по отноше-

нию к поперечной волне с упругим смещением 
вдоль оси y (в плоскости yx), при тех же допуще-
ниях можно найти выражение для фазовой скоро-
сти эффективной поперечной волны: 

 
2 2

1 1 2 2

1 2

(1 )
.

(1 )
t t

xy
n c n c

ct
n n

   


   
  (3) 

В случае направления вектора смещения по-
перечной волны вдоль оси z (в плоскости xz) 
формула (3) может быть преобразована к виду 

 

1 2 2 2
1 1 2 2

1
.

1
( (1 ) )

xz

t t

ct
n nn n
c c


        

 (4) 

В качестве примера проводились вычисления 
по формулам (2), (3) для материалов слоев 1 и 2 

соответственно: ρ1 = 2500 кг/м3, сl1 = 4000 м/с, 

ct1 = 1600 м/с (плотный металлургический шлак); 

ρ2 = 7800 кг/м3, сl2 = 5920 м/с, ct2 = 3230 м/с (уг-
леродистая сталь), [8]; частота ультразвука ‒ 
1 МГц, пространственный период в направлении 
оси y слоистой структуры ‒ h1 + h2 = 1 мм. На 

рис. 2 представлены зависимости фазовых скоро-
стей продольных и поперечных, поляризованных 
в плоскости xy, волн в зависимости от относи-
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          
 


        

                               

  а      б 
Рис. 2. Зависимости от относительной толщины слоев n и коэффициента Пуассона ν  

эффективных скоростей: а – продольных; б ‒ поперечных волн, поляризованных  
ортогонально границам слоев 

Fig. 2. Dependence on relative thickness of layers n and Poisson's ratio ν: effective velocities  
а ˗˗ of longitudinal; b – transverse, polarized orthogonally to layer boundaries, wave 
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тельной толщины слоев n и коэффициента Пуас-
сона ν материала слоя 1. Как следует из графиков 
с увеличением относительной толщины слоя 2 
(с большими значениями скоростей объемных 
волн во всем диапазоне изменения коэффициента 
Пуассона) происходит рост скоростей эффектив-
ных волн, что согласуется с физическими пред-
ставлениями. В предельных случаях, когда отно-
сительная толщина слоев n → 0 или n → 1, значе-
ния фазовых скоростей стремятся к значениям 
скоростей упругих волн в невозмущенной среде. 

Важным условием существования волн Лява 
[7] служит условие нахождения значения фазовой 
скорости этой волны ,l eсL  между значениями 

фазовых скоростей поперечных волн в материале 
слоя и полупространства: 

 1 , 2.t l e tс cL c    (5) 

Под величиной ,l ecL  в (5) следует понимать 

значение фазовой скорости эффективной (попереч-
ной волны Лява) в бинарной двухслойной компози-
ции, с вектором смещения, направленным вдоль оси 
y и движущейся в направлении оси x.  

Переходя к рассмотрению волны Лява, для 
упрощения преобразований ограничимся случаем 
длинных волн и тонких слоев. Можно показать, 
что в этом случае трансцендентное дисперсион-
ное уравнение, полученное по аналогии с [7], 
преобразуется в алгебраическое, а выражение для 
фазовой скорости волны Лява приобретает вид 

 2
, 22 2 ,3 1

2 2 2
22 2

.
(2 )1 1

2

t
l e

t xy

t t

c
cL

cfh
c c


     
   

  (6) 

На рис. 3 представлены результаты вычисле-
ния фазовой скорости волны Лява по формуле (6).  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 3. Зависимости фазовых скоростей волн Лява  
от параметров волнового процесса: 

от частоты ультразвука в диапазоне 0.5...1.1 МГц  
и от толщины слоя в диапазоне 0.2…0.8 мм 

Fig. 3. Dependence of phase velocities of  Lyava waves  
on wave process parameters: from ultrasound frequency  
in the range of 0.5...1.1 MHz and from layer thickness  

in the range of 0.2...0.8 mm 
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Схема другого случая формирования плос-
кослоистой среды при движении объемных волн 
ортогонально границам структуры представлена 
на рис. 4. 

Можно показать, следуя рекомендациям [1], 
что в низкочастотном приближении при малой 
толщине слоев дисперсионное уравнение для 
определения фазовой скорости эффективной про-
дольной волны, примет вид 
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le l lk h h k h k h   
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c
c

k h k hc
c

    



 (7) 

где kle – волновое число эффективной продольной 

волны с фазовой скоростью , ,t e xxcl  на частоте  

ω = 2πf. 

x 

Направление движения 
объемных волн y 

Слой: ρ1, λ1, μ1 

Полупространство: ρ3, λ3, μ3 

h1 

Слой: ρ2, λ2, μ2 

h2 
h3 

Рис. 4. Система координат и схема движения объемных волн вдоль слоев структуры 
Fig. 4. Coordinate system and diagram of the movement of volume waves along the layers structure 
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После упрощения выражения (7) приводится к 
виду, удобному для вычисления фазовых скоростей 
продольных и поперечных волн, распространяю-
щихся ортогонально по отношению к слоям: 

  , ,

1 2 2 2
1 1 2 2

1 .
1( (1 ) )

t e xx

l l

cl
n nn n
c c


        

 (8) 

Действуя по аналогии, можно показать, сле-
дуя рекомендациям [7], что в низкочастотном 
приближении при малой толщине слоев диспер-
сионное уравнение для определения фазовой ско-
рости эффективной поперечной волны примет 
вид, соответствующий формуле (7) с подходящей 
заменой: 

, ,l e t ek k  и 1 1l tс c , 2 2l tс c 2 2l tk k ,  

1 1l tk k . 

После этого можно получить выражение для 
эффективной скорости поперечной волны, сход-
ное с (4). 

В качестве примера были проведены вычис-
ления по формуле (8) значений фазовых скоро-
стей эффективных продольной clte и поперечной 
волны ctte, распространяющейся ортогонально 
слоям. Графики зависимости представлены на 
рис. 5. В качестве параметров для вычислений 
выбраны: относительная толщина слоев в преде-
лах 0...1 и коэффициент Пуассона в пределах 
0...0.5. Из (8) видно, что при относительной тол-
щине слоя n → 0 значение фазовой скорости эф-
фективной продольной волны не превышает зна-
чения скорости объемной продольной волны, что 
согласуется с такими же данными для поперечной 
волны , ,t e xxct  и физическими ограничениями. По-

лученные зависимости использовались для опреде-

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 5. Зависимости фазовой скорости эффективной поперечной волны (а) и эффективной  
волны Лява (б) при распространении ортогонально слоям от относительной толщины слоев n 

и коэффициента Пуассона ν; f = 0.5 МГц, h3 = 1 мм 
Fig. 5. Dependences of the phase velocity of the effective shear wave (a), and of the effective  

Lyav wave (b), when propagating orthogonally to the layers, on the relative thickness of the layers n 
and the Poisson ratio ν; f = 0.5 MHz, h3 = 1 mm 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 Рис. 6. Система координат и схема образования и распространения волны Лява 

в слое консолидированной среды на упругом полупространстве 
Fig. 6. Coordinate system and diagram of formation and propagation of the Lyava  

wave in the consolidated medium layer on the elastic half-space 
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ления значений фазовой скорости волны Лява, фор-
мирующейся в данных условиях. Подстановка зна-
чений по формулам (4), (8) в формулу (6) позволяла 
осуществить такие вычисления, результаты кото-
рых представлены на рис. 5, б. 

Важная разновидность неоднородных сред – 
случай консолидированных сред, в которых со-
ставляющие микрочастицы находятся в состоя-
нии плотного соприкосновения друг с другом, 
образуя составной массив, физико-механические 
характеристики которого могут значительно от-
личаться от вещества в исходном монолитном 
состоянии [9]. 

Подобные среды первоначально изучались 
применительно к задачам геоакустики. Однако 
данные фрактографических и металлографиче-
ских исследований подтверждают правомерность 
подобной гипотезы и применительно к веществу, 
заполняющему расслоения в листовом прокате, 
переходящему в раздробленное состояние под 
действием усилий при прокатке, рис. 6.  

По данным [9] для модели замещения гранул 
среды упругими сферами при плотной «гексаго-
нальной упаковке» значения фазовых скоростей 
эффективной продольной ,l ecr  и поперечной ,t ecr  

волн, соответственно, распространяющихся в 
консолидированной среде, имеют вид: 

 
 

2
4 4

, max min max

, ,

32 ,
27

1 2 ,
2(1 )

l e

t e l e

cr r r r
QDG

cr cr


 

 


 

,  (9) 

где ρ ‒ плотность монолитной среды; ω ‒ круго-
вая частота; Q ‒ механическая добротность; rmax, 
rmin ‒ максимальный и минимальный размеры 
замещающих микросфер; DG – статическая кон-
тактная жесткость, определяемая выражением 

DG = 4μa/(1 – ν), 
где µ ‒ модуль сдвига, а ‒ радиус контактного 
пятна на поверхностях замещающих сфер, ν ‒ 
коэффициент Пуассона [9].  

Следует отметить, что при выводе формул (9) 
особое значение имело распределение гранул ве-
щества по размерам. В данном случае функция 
плотности вероятности распределения по разме-
рам, по рекомендации [9], имела вид: f(r) = 1/r4, 
где r – радиус замещающих микросфер. Подста-
новка формулы для ,t ecr  из (9) в выражение (6) 

позволяет получить зависимость фазовой скоро-

сти волны Лява от параметров модели с учетом 
длинноволнового приближения. Результаты вы-
числения фазовой скорости волны Лява в задан-
ном приближении представлены на рис. 7.  
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Рис. 7. Зависимости фазовых скоростей волн Лява  

от параметров волнового процесса: размера контактного 
пятна a на замещающих сферах  

в диапазоне 0.5...1.5 мм (a) и от размера замещающих  
сфер в диапазоне 0.5...0.7 мм (r) 

Fig. 7. Dependence of phase velocities of Lyava waves  
on the parameters of the wave process: on the size  

of the contact spot on the replacement spheres in the range 
of 0.5... 1.5 mm (a) and on the size of the replacement  

spheres in the range of 0.5... 0.7 mm (r) 

При вычислениях по (9) значения t и s выби-
рались как безразмерные натуральные числа. 
Другой случай формирования слоистой неодно-
родной среды связан с внедрением в материал 
слоя дополнительных отражателей (дисков, сфер, 
цилиндров и т. п.). В [1], [10] приведены данные о 
дисперсионном уравнении для определения фазо-
вой скорости эффективной продольной волны, 
распространяющейся вдоль системы цилиндри-
ческих полостей, расположение которых пред-
ставлено на рис. 8. 

В общем случае дисперсионное уравнение 
для рассматриваемого случая имеет вид 

   2(1 ) ( ) ( ) ( ) 0x y           ,  (10) 

1 0 1 0

1 1 1 1

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
J x Y x Y x J x

x x
J x Y x Y x J x

  
  

  
, 

1 0 1 0

1 1 1 1

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
J y Y y Y y J y

y y
J y Y y Y y J y

  
  

  
, 

где символы J0, J1, Y0, Y1 ‒ функции Бесселя и 
Неймана нулевого и первого порядков соответ-
ственно [10]; 1 1a b   – степень сплошности; a1 
и b1 – диаметр цилиндров и расстояние между 
цилиндрами соответственно; 

1 2lx k b    ; 1 1ty k b   ; 1
1 2
 

 
 

,  
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где lk  и tk  – волновые числа продольной и по-
перечной волны, соответственно. 

Уравнение (10) имеет положительный веще-
ственный корень, равный отношению ,l leс c   ‒ 
отношение фазовых скоростей продольных волн в 
исходной среде и эффективной среде с цилиндри-
ческими каналами. Для упрощения в низкоча-
стотном приближении в (10) следует сохранить в 
разложении цилиндрических функций только 
слагаемые с точностью до 2u  (и может прини-
мать значения x и y), можно получить: 
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 (11) 

Подстановка (11) в (10) позволяет получить 
выражение для фазовой скорости эффективной 
продольной волны 
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Как следует из анализа выражений (12), значе-
ние эффективной фазовой скорости в среде с кана-
лами всегда меньше значения фазовой скорости в 
монолитной упругой среде, а различие этих скоро-
стей возрастает с ростом коэффициента Пуассона и 
степени сплошности, что физически корректно. 

Рис. 8. Система координат и схема образования и распространения волны Лява  
в слое неоднородной среды с цилиндрическими каналами на упругом 

полупространстве 
Fig. 8. Coordinate system and diagram of formation and propagation of a Lyava wave  

in a layer of inhomogeneous medium with cylindrical channels on an elastic half-space 
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Рис. 9. Зависимости фазовой скорости эффективной поперечной волны (а) и эффективной 
волны Лява (б) от степени сплошности ε и коэффициента Пуассона ν 

при распространении в слое с цилиндрическими каналами; f = 0.5 МГц, h3 = 1 мм 
Fig. 9. Dependence of the phase velocity of effective shear wave versus degree (a)  

and of the effective wave Lyava on the degree (б) of perforation ε and Poisson's ratio ν, when 
propagating in a layer with cylindrical channels; f = 0.5 MHz, h3 = 1 mm 
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Проведя аналогичные преобразования для 
распространяющейся поперечной волны, можно 
показать, что значение ее фазовой скорости в сре-
де с каналами можно определять по формуле 

 1 2 .
2(1 )te leс c  


 

  (13) 

Подстановка выражения (13) в (6) позволяет 
получить значение фазовой скорости эффектив-
ной поперечной волны и волны Лява в слое с ци-
линдрическими каналами, представленные на 
рис. 9. 

Перейдем к рассмотрению распространения 
волны Лява при условии нарушенного акустиче-
ского контакта в приближении «линейного 
скольжения». 

Предполагается, что граница между упругим 
слоем и упругим полупространством обладает 
микрошероховатостью, допускающей возникно-
вение проскальзывания в нормальном и танген-
циальном направлениях при прохождении через 
границу упругих волн различных свойств и поля-
ризаций. Уравнения движения для волн Лява за-
пишутся так же, как и для классического случая 
жесткого контакта [7]. 

Система координат для постановки соответ-
ствующей задачи представлена на рис. 12. 

В [11] реализованы попытки формализованного 
описания явлений, связанных нарушениями каче-
ства акустического контакта по аналогии с [4]–[6]. 

Выражения для тангенциальной KT и нор-
мальной KN жесткостей, характеризующих, соот-
ветственно, передачу тангенциальных и нормаль-
ных составляющих упругих смещений, согласно 
[11], имеют вид 
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, (15) 

где λ1, λ2, µ1, µ2 – коэффициенты Ламэ; 1 2,   – 
плотности, 1 2 1 2, , ,l l t tc c c c  – скорости продольной 
и поперечной волн в граничащих средах (в слоях 
1 и 2), как на рис. 1. 

В (14), (15) величина   – коэффициент пер-
форации, определяющий степень сплошности 
вещества у границы по аналогии с [11]. Можно 
условно положить 

 2 2b d  ,  (16) 
где b ‒ средний размер «полости» (участка с от-
сутствием «акустического» контакта); d ‒ среднее 
расстояние между соседними микровыступами. 

Полученные выражения (14)–(16) – это коэф-
фициенты пропорциональности между малыми 
разрывами в упругих перемещениях и вызываю-
щими их напряжениями для граничных условий в 
приближении «линейного скольжения» [11]: 

3 3
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где σ1xy, σ2xy – компоненты тензора упругих напря-
жений, а U1y, U2y – компоненты вектора упругих 
смещений в средах 1 и 2 соответственно. 

Как следует из анализа формул (14)–(16), при 
0 KN   и KT  , что соответствует 

сплошному контакту на границе, учитываемому 
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Рис. 10. Система координат для постановки задачи о формировании  
волны Лява в упругом слое с микрошероховатой границей  

с упругим полупространством 
Fig. 10. Coordinate system for setting the problem of formation  

of a Lyava wave in an elastic layer with  
a microroughened boundary with an elastic half-space 
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классическими граничными условиями. При 
1 KN   и 0KT  , что требует формально-

го перехода к условиям «свободной» границы. 
Следует отметить, что представленная автора-

ми [11] аналитическая модель непосредственно 
используется на практике при численных оценках 
значений коэффициентов отражения и прохожде-
ния ультразвука на плоской границе раздела твер-
дых сред при нарушениях акустического контакта. 

В данной постановке получим дисперсионное 
уравнение, которое позволяет проанализировать и 
вычислить фазовую скорость волны Лява: 

 1 2
2 2 1

2 1

1
1 tg ( )

s s s h
s KT

      
,  (17) 

где 2 2
2 2 2 1 1 1,t tc c       – модули сдвига (вто-

рой коэффициент Ламэ) материалов полупро-

странства и слоя соответственно; 2 2
1 1 ,ts k k   

2 2
2 2 ,ts k k   1tk  и 2tk  – волновые числа попереч-

ных волн в первой и второй средах соответственно; 
k – искомое волновое число для волны Лява. 

Таким образом, для случая границы с нару-
шенным акустическим контактом дисперсионное 
уравнение (17) содержит, по сравнению с уравне-
нием для жесткого контакта, зависящий от часто-

ты сомножитель 2 2
1

1 s
KT

   
 

. В результате 

дисперсионное уравнение становится трансцен-
дентным и может быть решено только численно. 
Следует также отметить, что при KT   полу-
ченное уравнение (17) вырождается в уравнение 
для случая жесткого контакта [7]. Можно пока-
зать, что фазовая скорость волны Лява, как и для 

случая жесткого контакта, во всем частотном 
диапазоне изменяется в пределах от скорости 
сдвиговых волн в слое до скорости сдвиговых 
волн в полупространстве. 

Полученные соотношения можно использо-
вать для проведения вычислений, однако рас-
смотренная модель, включая выражения (14)–
(16), обладает недостатком, так как в ней в явном 
виде не учитываются реальные параметры шеро-
ховатости поверхности слоя, например Rz. 

В [11] с учетом предложений [12] этот недо-
статок был устранен при учете наличия аналити-
ческой зависимости между средним расстоянием 
между микровыступами d и параметрами шерохо-
ватости. В частности, при замене микровыступов 
произвольной формы элементами со сферической 
поверхностью радиуса R, как показано на рис. 11. 

Указанная зависимость имеет вид 

 22 2 ( ) .z zd RR R    (18) 

Кроме того, для рис. 11 следует учесть, что 
средний радиус площади контактного пятна 

(2 3) 2 za RR , откуда 2 2 2πd b a  , [11], [12]. 

Подстановка этих соотношений в формулы, по-
лученные ранее, позволяет учесть количественно 
влияние параметров шероховатости на характе-
ристики волн Лява. 

По полученным аналитическим выражениям 
был проведен ряд численных расчетов. На рис. 12 
приведен график зависимости тангенциальной 
контактной жесткости по (14) при заданном зна-
чении частоты ультразвука от коэффициента пер-
форации при заданных значениях среднего рас-
стояния между микровыступами, для системы 
«металлургический шлак» (ρ1 = 2500 кг/м3; с1l = 

= 4000 м/c; сt1 = 1600 м/с) и «сталь углеродистая» 

(ρ2 = 7800 кг/м3; с12 = 5920 м/c; сt2 = 3230 м/с, [13]): 

Рис. 11. Схема замещения микровыступов объектами сферической формы  
для модели щероховатости 

Fig. 11. Diagram of replacement of microprotrusions with spherical objects  
for roughness model 
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На рис. 13 представлены результаты числен-
ного решения дисперсионного уравнения (17) в 
виде зависимости фазовой скорости волны Лява 
от коэффициента перфорации при заданных зна-
чениях среднего расстояния между микровысту-
пами на частоте 0.5 МГц. 

Как и ранее в [7], на графиках представлены 
результаты вычислений только для «нулевой» 
моды, а новые волны (моды) будут появляться, 
как уже отмечалось, на критических частотах. 

На рис. 14 представлены зависимости парамет-
ра шероховатости Rz от величины среднего расстоя-

ния между микровыступами при заданных значени-
ях радиуса замещающей сферы по (18). 

В качестве примера на рис. 15 приведены 
данные вычислений при решении дисперсионно-
го уравнения по (17) по вычислению фазовой ско-
рости волны Лява ‒ ceL в зависимости от параметра 
шероховатости Rz на границе упругого слоя и упру-

гого полупространства при заданных значениях: 

частоты ультразвука f = 2.0 МГц и толщины слоя  

h3 = 0.5 · 10–3 мм. В качестве параметра установ-

лены значения радиуса контактного пятна a = 1.0, 
1.5 и 2.0 мм. 

Видно, что фазовая скорость волны Лява 
уменьшается, причем скорость волны тем мень-
ше, чем больше коэффициент перфорации и чем 
больше значение параметра шероховатости (т. е. 
чем менее жестким является соединение). Как и в 
[7], на графиках представлены результаты вычис-
лений только для «нулевой» моды, а новые волны 
(моды) будут появляться, как уже отмечалось, на 
критических частотах. 

Аналогичные зависимости могут быть полу-
чены и для других вариантов неоднородных сло-
ев, рассмотренных в настоящей статье, подста-
новкой соответствующих выражений для кон-
тактных жесткостей (15), (16), плотностей и фа-
зовых скоростей поперечных волн в дисперсион-
ное уравнение (17) и его численного решения. 
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Рис. 12. Зависимости тангенциальной контактной жесткости от коэффициента 
перфорации при  f = 0.5 МГц, 1 – d = 4 мм; 2 – d = 3.5 мм; 3 – d = 3 мм  
Fig. 12. Dependence of tangential contact stiffness vs perforation factor; 

f = 0.5 MHz, 1 – d = 4 mm; 2 – d = 3.5 mm; 3 – d = 3 mm 
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Рис. 13. Зависимости фазовой скорости волны Лява от коэффициента перфорации ζ: 
f = 0.5 МГц; 1 – d = 4 мм; 2 – d = 3.5 мм; 3 – d = 3 мм 

Fig. 13. Dependence of the phase velocity of the Lyava wave on the perforation  
coefficient ζ: f = 0.5 MHz; 1 – d = 4 mm; 2 – d = 3.5 mm; 3 – d = 3 mm 



Физика 
Phуsics 

60 

Заключение. Разработаны дополнительные 
модели плоскослоистых сред, обладающие сход-
ством реологических элементов с несплошностя-
ми технологического происхождения в современ-
ных конструкционных металлических и компози-
ционных материалов, имеющие перспективы 
практического применения в решении задач де-
фектоскопии и структурометрии. 

Для построенной системы моделей получены 
аналитические выражения, устанавливающие 
функциональные зависимости фазовых скоростей 
упругих волн (объемных, поверхностных, нор-

мальных и т. д.) с параметрами структуры учиты-
ваемых неоднородностей. 

По результатам анализа решений дисперси-
онных уравнений установлены интервалы изме-
нения значений фазовых скоростей, которые мо-
гут быть определены по результатам технических 
ультразвуковых измерений с точностью, дости-
жимой с помощью современной специальной ап-
паратуры (толщиномеров, дефектоскопов, струк-
туромеров и т. п.). Это определяет дополнитель-
ные перспективы использования разрабатывае-
мых моделей несплошностей перспективных 
инновационных конструкционных материалов. 
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