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Аннотация. Рассмотрено применение метода расщепления сигналов для поведенческого моделирова-
ния электрического нелинейного элемента – мемристора. Поведенческие модели построены на классе 
гармонических сигналов для передаточной характеристики, которая описывает соотношение вход-
выход мемристора Бернулли. Расщепитель реализован в виде линии задержки. Математическими фор-
мами моделей выбраны кусочная нейронная и кусочная полиномиальная. Кусочное представление мо-
делей обусловлено существенной нелинейностью передаточной характеристики мемристора Бернулли. 
Погрешность моделирования оценивалась в равномерной и среднеквадратичной метриках. В результа-
те сравнительного анализа установлено, что кусочная нейронная модель дает более высокую точность 
аппроксимации по сравнению с кусочной многомерной полиномиальной моделью передаточной ха-
рактеристики мемристора Бернулли. 

Ключевые слова: мемристор, моделирование, математическая модель, полином, нейронная сеть 

Для цитирования: Соловьева Е. Б., Сердюк А. П. Моделирование мемристора Бернулли // Изв. СПбГЭТУ 
«ЛЭТИ». 2026. Т. 19, № 3. С. 84–90. doi: 10.32603/2071-8985-2026-19-3-84-90. 

Конфликт интересов. Авторы заявляют об отсутствии конфликта интересов. 

Original article 

Bernoulli Memristor Modeling 

E. B. Solovyeva, A. P. Serdyuk 

Saint Petersburg Electrotechnical University, Saint Petersburg, Russia 

selenab1@yandex.ru 

Abstract. Application of the signal splitting method for behavioral modeling of electrical nonlinear element – 
a memristor is considered. Behavioral models based on a harmonic signal class are built for the transfer characteris-
tic, which describes the input-output relationship of the Bernoulli memristor. A splitter is implemented as a delay 
line. A piecewise neural network and a piecewise polynomial are specified as the mathematical forms of models. The 
piecewise representation of models is driven by the severely nonlinear transfer characteristic of the Bernoulli 
memristor. The modeling error is estimated on the basis of the uniform and root-mean-square norms. Comparative 
analysis shows that the piecewise neural model of the transfer characteristic for the Bernoulli memristor gives higher 
approximation accuracy in comparison with the piecewise multidimensional polynomial model. 
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Введение. Поведенческое моделирование фи-
зических объектов предполагает построение мате-
матических моделей с использованием множеств 

входных и выходных сигналов [1], [2]. Такой подход 
весьма эффективен, когда моделирование на компо-
нентном уровне невозможно (недостаточно инфор-
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мации) или слишком сложное. Принцип «черного 
ящика», как иногда называют указанный подход, 
универсален, поскольку не зависит от физических 
процессов, протекающих в объектах моделирова-
ния. В результате область его применения обширна: 
от аналоговой и цифровой техники до систем ис-
кусственного интеллекта [3]–[5].  

К универсальным поведенческим моделям 
относятся: функциональный ряд и полином Воль-
терры [1], [2], [4], многочлены расщепленных 
сигналов [3], [6], регрессионные модели (по 
большей части реккурентные) [5], нейронные се-
ти разной архитектуры [7]. Каждый из указанных 
классов моделей обладает своими достоинствами 
и недостатками и используется для решения кон-
кретных задач, поскольку общего универсального 
метода моделирования нелинейных динамиче-
ских объектов не существует.  

В статье рассматривается поведенческое мо-
делирование мемристоров на основе многомер-
ных многочленов и полносвязных нейронных 
сетей с расщепленными сигналами. Мемристор – 
четвертый пассивный нелинейный электрический 
элемент. Мемристор обладает следующими ос-
новными достоинствами: наноразмерность, высо-
кая скорость переключения, надежное и долго-
временное хранение установленного сопротивле-
ния, малое потребление энергии, совместимость с 
КМОП-элементами [8]–[10]. Разнообразие мате-
риалов и технологий производства привело к со-
зданию разных математических моделей этого 
элемента [11]–[13] и затруднило практическое 
моделирование устройств на его основе (мемри-
стивных устройств). Универсальный подход к 
моделированию мемристоров, изложенный в этой 
статье, позволяет решить указанную проблему в 
рамках принципа «черного ящика». 

Поведенческая модель на базе расщеплен-
ных сигналов. Построение поведенческой модели 
включает расщепление входных сигналов и их по-
следующее нелинейное преобразование. Расщепле-
ние обеспечивает свойство однозначности для мо-
дели устройства [3], [6]. Согласно методу расщеп-
ления, математический оператор устройства реали-
зует два действия, показанные на рис. 1: расщепле-
ние (оператор S) и нелинейное преобразование 
(оператор N). Операторы S и N описывают динами-
ческие и нелинейные процессы соответственно. 

В результате расщепления входного скалярного 
сигнала формируется векторный сигнал, фазовые 
портреты элементов (расщепленных сигналов) ко-
торого не равны нулю, не касаются друг друга и не  
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Рис. 1. Структура оператора  

нелинейного устройства 
Fig. 1. The structure of nonlinear devise operator 
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пересекаются [3], [6]. Вектор расщепленных сиг-
налов на рис. 1 записывается в виде  
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где S – оператор, который расщепляет входной 
скалярный сигнал f (A, t) в пространстве воздей-
ствия; A – вектор параметров входного сигнала в 
пространстве их определения; fsm

(A, t) – m-й эле-

мент вектора расщепленных сигналов.  
Далее векторный сигнал S [ f (A, t)] подверга-

ется нелинейному преобразованию (оператор N 
на рис. 1). Длину этого вектора (1) желательно 
выбирать минимальной. Действительно, при вы-
полненном расщеплении сигналов дальнейший 
рост длины вектора ведет лишь к увеличению 
мерности (сложности) нелинейной модели без 
существенного повышения получаемой точности.  

Входной скалярный сигнал f (A, t) можно 
расщепить с помощью линейных и нелинейных, 
стационарных и нестационарных преобразовате-
лей [3], [6]. Расщепители выбираются на основе 
двух факторов: минимальности длины вектора 
расщепленных сигналов в выражении (1) и про-
стоты реализации преобразователя. Например, 
для гармонического сигнала, применяемого для 
частотного и спектрального анализов, эффектив-
ным расщепителем во времени по параметрам 
сигнала служит линия задержки, дающая малое 
число каналов расщепления (два канала на рис. 2) 
при простой физической реализации в аналоговой 
и цифровой областях [3], [6]. На рис. 2 показана 
структура линии задержки для расщепления гар-
монического сигнала sin ( ),A t  где A – амплитуда, 
параметр входного сигнала в пространстве его 
задания;  0 , 0, 2t t t     – нормированное вре-

мя; ω0 – угловая частота; 0t  – время задержки, S – 
оператор-расщепитель. 
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Рис. 2. Структура расщепителя  

в виде линии задержки 
Fig. 2. The splitter structure  

as the delay line 
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Нелинейный оператор N формирует скаляр-
ный выходной сигнал y(t) устройства на базисе 
вектора расщепленных сигналов (рис. 1). В каче-
стве математических форм этого оператора при-
меняются многомерные полиномы, различные 
архитектуры нейронных сетей, регрессионные 
структуры [3], [6].  

Кусочные нейронная и полиномиальная мо-
дели с расщепителем для мемристора Бернулли. 
Построим нейронную и полиномиальные модели с 
расщепителем для описания передаточной (ампер-
вольтной) характеристики мемристора Бернулли и 
сравним полученные модели с точки зрения их 
сложности и точности преобразований. Мемристор 
с электрическими сигналами изображен на рис. 3. 
Входной и выходной сигналы мемристора – напря-
жение ( )v t  и ток ( )i t  соответственно.  

 

Рис. 3. Представление мемристора  
в принципиальных схемах 

Fig. 3. The memristor representation  
in principle diagrams 
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Напряжение ( )v t  опишем как гармониче-
ский сигнал 

 ( ) sin ( ),v t A t  (2) 

где A – амплитуда сигнала на множестве 
 0.5;1 .A   
Ток мемристора находится в результате реше-

ния дифференциального уравнения Бернулли 
[14], [15]: 
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  – переменная, зависящая от фи-

зической структуры мемристора; ( )q t  – заряд; 

 ( )M q t  – мемристанс. Скорость изменения 
мемристанса описывается уравнением: 
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В результате аналитического решения урав-
нения (3) получим [14], [15]: 
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где    0   0 0M v i ; 1 ;2 2 0( 1)с A M      τ – 

переменная интегрирования. Пусть γ = 1, M0 = 2, 
c2 = 2 при гармоническом воздействии (2), тогда 
переменная β2 = A, а выражение (4) запишем как 
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Поведенческие модели мемристора Бернулли 
аппроксимируют отображение пространства  

   0.5;1 0, 2A t      входных сигналов (2) на 
пространство выходных сигналов, которые вы-
числяются по выражению (5). Отображение вход-
выход существенно нелинейно, как следует из (5). 
Для повышения точности моделирования исполь-
зуем совокупность кусочных моделей на подпро-
странствах. Для этого множество амплитуд воз-
действия  0.5;1A   разделим на пять подмно-
жеств: (–0.5; –0.45], (–0.45; –0.4], (–0.4; 0), (0; 
0.5), [0.5; 1]. Внутри каждого подмножества вы-
берем значения амплитуд для построения кусоч-
ных моделей. Эти значения показаны на рис. 4. 

Рис. 4. Значения амплитуд входного сигнала
для построения кусочных моделей

Fig. 4. Amplitudes of the input signal on building
the piecewise models
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Передаточные характеристики мемристора 
Бернулли получены из выражения (5) на подмно-
жествах 1 и 5 амплитуды воздействия (рис. 5). 
Эти характеристики в виде гистерезисных кри-
вых, сжатых в начале координат, изображены на 
рис. 5, увеличение номера кривых соответствует 
росту амплитуд в подмножествах 1 и 5 на рис. 5. 

Как видно из рис. 5, ампер-вольтные характе-
ристики мемристора Бернулли существенно не-
линейны, следовательно, кусочный подход для 
поведенческого моделирования мемристора Бер-
нулли целесообразен. При таком подходе общая 
задача аппроксимации передаточных характери-
стик, имеющая высокую размерность, разбивает-
ся на несколько задач аппроксимации с меньши-
ми размерностями, и совокупность кусочных мо-
делей обеспечивает более высокую точность мо-
делирования по сравнению с общей сложной 
моделью [16].  

Для кусочной аппроксимации передаточной 
характеристики мемристора Бернулли используем 
нейронную и полиномиальную модели. Кусочная 
нейронная модель содержит пять полносвязных 
нейронных сетей (по числу подмножеств ампли-
туды входного сигнала). Входной сигнал каждой 
нейронной сети – вектор с двумя расщепленными 
сигналами, показанными на рис. 2. Каждая 
нейронная сеть имеет размер 3 × 2 × 1 (20 пара-
метров), т. е. три слоя, два из которых скрытые. 
Функции активации в скрытых слоях – гипербо-
лические тангенсы. Общее число параметров ку-
сочной нейронной модели равно 100. Отметим, 
что увеличение числа скрытых слоев до двух по-
вышает точность моделирования, поскольку в 

первом слое описываются локальные признаки 
преобразования сигналов в выделяемых областях, 
а во втором скрытом слое – глобальные призна-
ки – результат обобщения признаков предыдуще-
го слоя [17]. Обучение нейронной модели выпол-
нено на основе алгоритма обратного распростра-
нения ошибки с оптимизацией Маркварда–
Левенберга [17]. 

Кусочная полиномиальная модель содержит 
пять (по числу подмножеств амплитуды воздей-
ствия) двумерных полиномов, базовые функции в 
них – расщепленные сигналы, представленные на 
рис. 2. Каждый двумерный полином имеет вид 
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1 2
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   20
 sin ( ) , 1, 2, ..., 5,jA t t k    (6) 

где k – номер подмножества амплитуды входного 
сигнала; J = J1 + J2 – порядок полинома.  

Порядки полиномов в (6) выбраны следую-
щие: J = 6 (число параметров 27) для первого 
подмножества амплитуды воздействия, J = 5 
(число параметров 20) – на каждом из четырех 
остальных подмножеств. Таким образом, общее 
число параметров кусочной полиномиальной мо-
дели равно 107 (107 = 27 + 20 · 4, получено из 
расчета параметров всех полиномов). 

Для оценки точности построенных моделей 
внутри каждого подмножества амплитуды вход-
ного сигнала (2) использованы три (θ = 1, 2, 3) 
значения, которые не совпадают со значениями, 
показанными на рис. 4. Выбранные амплитуды из 
каждого подмножества образуют векторы:  

          
 

3 

4 

Рис. 5. Передаточные характеристики мемристора Бернулли, полученные на подмножествах  
1 (а) и 5 (б) амплитуды входного сигнала 

Fig. 5. Transfer characteristics of the Bernoulli memristor obtained for subsets 1 (а) and 5 (б)  
of the input signal amplitude 
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где числовой индекс (1, 2, …, 5) каждого вектора 
обозначает номер подмножества на рис. 4.  

Погрешности моделирования на подмноже-
ствах амплитуды входного сигнала вычислялись 
по формулам: 

– максимальная нормированная погрешность 

  
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– нормированная (приведенная) погрешность; nt  – 
отсчеты нормированного времени в интервале 

1( );ny t  ( )ni t  – выходной сигнал мемристора Бер-
нулли из выражения (5); , ( )k ny t  – выходной 

сигнал кусочной модели; k – номер подмножества 
амплитуды входного сигнала (2); θ – номер эле-
мента в векторе Atk . 

– среднеквадратичная погрешность 

 
 

2

,θ
,θ

1 0,2

( ) ( )1ε ,
max ( )

628, 1, 2, ...,5, θ 1, 2, 3,
n

Q q k q
k
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 
 

  
 
 

  

  

qt  – отсчет q нормированного времени,  

 ,1 ,2 ,3( ) ( ) 3.k k kk        (8) 

Графики погрешностей max ( )k  (7) и ε(k) (8), 
вычисленных на подмножествах k = 1, 2, …, 5, по-
казаны на рис. 6. Кривые 1 и 2 получены, соответ-
ственно, при кусочно-полиномиальном и кусочно-
нейронном моделировании мемристора Бернулли. 

Из рис. 6 следует, что на всех подмножествах 
амплитуды входного сигнала (2) кусочная 
нейронная модель превосходит по точности ку-
сочную полиномиальную модель передаточной 
характеристики мемристора Бернулли в средне-
квадратичной и равномерной метриках. При этом 
сложности нейронной (100 параметров) и поли-
номиальной (107 параметров) моделей практиче-
ски одинаковы. 

Заключение. Среди способов поведенческого 
моделирования устройств выделен метод рас-
щепленных сигналов как наиболее перспектив-
ный в силу адаптивности математической модели 
к классу входных сигналов и возможности изме-
нения математической формы модели (от поли-
номиальной до нейронной). Моделирование су-
щественно нелинейных устройств целесообразно 

 
 

             

Рис. 6. Погрешности max ( )k  (а) и ε(k) (б) при кусочно-полиномиальном (кривая 1)  
и кусочно-нейронном (кривая 2) моделировании мемристора Бернулли 

Fig. 6. Errors max ( )k  (а) and ε(k) (б) of the piecewise polynomial (curve 1)  
and piecewise neural (curve 2) modeling of the Bernoulli memristor 
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на основе кусочных моделей, которые строятся 
на подмножествах областей определения вход-
ных и выходных сигналов. В этом случае общая 
задача аппроксимации высокой размерности раз-
бивается на несколько подзадач меньших раз-
мерностей и, следовательно, точность поведенче-
ского моделирования повышается. 

Математическое моделирование выполнено 
для мемристора Бернулли. Оценены погрешности 

моделирования в равномерной и среднеквадра-
тичной метриках в результате аппроксимации 
передаточной характеристики с помощью кусоч-
ной нейронной и кусочной полиномиальной мо-
делей, построенных на базе расщепленных сиг-
налов. Анализ погрешностей показал преимуще-
ство кусочной нейронной модели над кусочной 
полиномиальной моделью при практически оди-
наковой их сложности. 
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