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Аннотация. Рассматривается задача синхронизации колебаний нелинейных осцилляторов с инерцией 
для обеспечения условий параллельной работы большого количества источников электрической энер-
гии, включенных в локальную электроэнергетическую систему через согласующие инверторы напряже-
ния. Целью служит повышение эквивалентной инерции или, что эквивалентно, динамической устойчи-
вости сети с большим объемом инверторной генерации. В настоящее время поставленная задача ре-
шается либо при отсутствии инерции, либо в рамках семейства алгоритмов, получивших обобщенное 
название «виртуальная синхронная машина», которая позволяет при управлении инвертором имитиро-
вать поведение эквивалентного синхронного генератора. Однако реальные синхронные машины име-
ют высокую перегрузочную способность, что позволяет осуществлять синхронизацию напряжений с 
погрешностью и, соответственно, с возникновением ударных токов. Исследуется альтернативный вари-
ант управления на основе виртуального нелинейного осциллятора, позволяющий использовать спо-
собность колебательных систем к точной самосинхронизации, что существенно упрощает процесс втя-
гивания в синхронизм без возникновения ударных токов. Однако известная классическая реализация 
алгоритмов на основе виртуального нелинейного осциллятора при параллельной работе инверторов 
не позволяет улучшить динамическую устойчивость электроэнергетической системы. В представленной 
статье предложена модификация алгоритма на основе виртуального нелинейного осциллятора, позво-
ляющая обеспечивать устойчивую синхронную или антисинхронную работу осцилляторов в структуре 
направленного кольца за счет дополнения математической модели виртуального осциллятора инерци-
онной кинематической моделью «Дженерал Моторс». Средствами компьютерного моделирования пока-
зана работоспособность предложенного алгоритма для синхронизации большого числа нелинейных 
осцилляторов и возможность управления инерционными свойствами системы таких осцилляторов на 
примере локальной электроэнергетической системы. 
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Abstract. Considers the problem of synchronizing the oscillations of nonlinear oscillators with inertia to ensure the 
conditions for the parallel operation of a large number of electrical energy sources connected to a local power grid 
via matching voltage-source inverters. The objective is to increase the equivalent inertia or, equivalently, the dynamic 
stability of a grid with a high penetration of inverter-based generation. Currently, this problem is addressed either 
without considering inertia or within a family of algorithms broadly referred to as «virtual synchronous machines» 
(VSM), which allow the inverter control system to emulate the behavior of an equivalent synchronous generator. 
However, real synchronous machines possess a high overload capacity, which permits voltage synchronization with a 
certain degree of error and, consequently, the emergence of inrush currents. This study investigates an alternative 
control strategy based on a virtual nonlinear oscillator, which utilizes the inherent capacity of oscillatory systems for 
precise self-synchronization. This significantly simplifies the pull-in process without causing inrush currents. Never-
theless, the known classical implementation of dispatchable virtual oscillator (dVOC) algorithms for the parallel oper-
ation of inverters unable to increase the time constant of the power grid. This paper proposes a modification of the 
dVOC algorithm that ensures the stable synchronous or anti-synchronous operation of oscillators on a directed ring 
topology by augmenting the mathematical model of the virtual oscillator with the General Motors inertial kinematic 
model. Through computer simulation, the effectiveness of the proposed algorithm for synchronizing a large number 
of nonlinear oscillators is demonstrated, along with the feasibility of controlling the inertial properties of such an os-
cillator system, using a local power grid as a case study 
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Введение. Механическая инерция – важное 
свойство электрической машины, позволяющее ей 
запасать энергию при своем вращении. При резком 
росте электрической нагрузки эта механическая 
энергия преобразуется в электрическую и позволяет 
в переходном процессе обеспечить питание нагруз-
ки без существенных изменений параметров выход-
ного напряжения, позволяя системе управления пе-
ревести генератор в новую рабочую точку [1]. Ана-
логично, при резком сбросе нагрузки часть энергии 
может быть преобразована в энергию вращающейся 
массы ротора с увеличенной скоростью. Чем больше 
инерция, тем менее чувствительна сеть к отклоне-
нию от баланса мощностей и тем больше времени у 
системы управления и защиты для отработки воз-
мущающих воздействий со стороны сети/нагрузки.  

Виртуальная электрическая машина, в первую 
очередь синхронная, позволяет обеспечить нали-
чие виртуальной инерции у статического преоб-

разователя [2]–[4]. При этом применяются разра-
ботанные для синхронных машин механизмы син-
хронизации, что приводит к значительным ударным 
токам синхронизации и требует значительного за-
паса по току для таких преобразователей. 

Виртуальный осциллятор может быть исполь-
зован в качестве альтернативного механизма син-
хронизации преобразователей, обеспечивающего 
как отсутствие ударных токов, так и существенно 
большее количество синхронизируемых объектов 
по сравнению с традиционными [5]–[7]. Однако 
если в связях осцилляторов появляется фазовая 
задержка, в том числе по причине инерционности 
элементов сети, модель Курамото первого поряд-
ка, широко рассмотренная при решении указан-
ных задач, становится неприменима и появляется 
необходимость применения модели второго по-
рядка, которая пока не гарантирует синхрониза-
цию всего множества осцилляторов и предсказы-
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вает их кластеризацию [8], [9]. Известные работы 
в области синхронизации в модели Курамото вто-
рого порядка на настоящий момент не примени-
мы к решаемой задаче [10].  

Чтобы совместить преимущества виртуаль-
ной машины и виртуального осциллятора, нужно 
обеспечить последнему работу с инерцией. Это 
позволит достичь двух ключевых целей. Во-
первых, справиться с временными задержками 
распространения сигналов при расположении 
группы осцилляторов на большой площади. Во-
вторых, обеспечить инерционность реакции на 
внешние возмущения. 

В области преобразовательной техники суще-
ствует не зависящая от задачи синхронизации 
преобразователей схожая задача антисинхрониза-
ции несущих сигналов при формировании фазо-
смещенной широтно-импульсной модуляции 
(ШИМ) [11]–[13] при реализации систем управ-
ления, например, модульными преобразователя-
ми. Антисинхронизация несущих сигналов необ-
ходима для улучшения электромагнитной совме-
стимости модульных источников на основе по-
следовательного или параллельного соединения 
элементарных модулей меньшей мощности. Для 
простой и эффективной антисинхронизации так-
же может применяться модель Курамото [13], [14] 
с отталкивающими связями, обеспечиваемыми 
инверсным знаком разности фаз. Однако ан-
тисинхронное состояние равновесия в модели 
Курамото, в отличие от синхронного, неустойчи-
во. При числе нод (узлов) более трех появляются 
химерные состояния, когда несколько нод соби-
раются в синхронную группу. Полная антисин-
хронизация, без химеризации, большого числа 
нод при этом становится затруднительной. 

В то же время, существует ряд кинематиче-
ских моделей следования за лидером для колонны 
автомобилей [15], [16]. Эти модели учитывают 
различные факторы (не только кинематические 
связи, но и психологические факторы, свойствен-
ные поведению человека), но решают математиче-
ски схожую задачу в схожих условиях. Рассмотрим 
только кинематическую составляющую движения 
автомобиля на примере модели «Дженерал Мо-
торс» первого порядка [17], замкнутую на кольце. 
Она учитывает инерцию ноды и обеспечивает 
устойчивое равноудаленное движение нод на за-
мкнутой траектории, а также гашение осцилляций 
скорости при внешних возмущениях, что необхо-
димо при решении поставленных задач. 

Кинематическая модель рассматривает дви-
жение по кольцу, что определяет топологию рас-
сматриваемой сети осцилляторов. Переход к гра-

фу тесного мира требует отдельного рассмотре-
ния и не является целью настоящей публикации. 
Ограничимся только кольцом. 

Модель Курамото второго порядка. Реше-
ние задач синхронизации и антисинхрониза-
ции в кольцевой сети. В рамках статьи под син-
хронизацией будем понимать задачу выравнива-
ния частот всех осцилляторов при обеспечении 
сдвига фаз между осцилляторами, стремящегося 
к нулю, под антисинхронизацией – задачу вырав-
нивания частот всех осцилляторов при обеспече-
нии равномерного распределения сдвига фаз в 
диапазоне от 0 до 2π в зависимости от количества 
осцилляторов. Модель Курамото – обобщенное 
название для целого семейства моделей. Они бы-
вают разного порядка, разной размерности и с 
разными функциями связи. Базовое представле-
ние можно записать в разной форме, пользуясь 
тригонометрическим тождеством 

0 sin ( );i j i
j i

k
N 

        

 0 sin cos cos sini j i j i
j i

k
N 

         , 

где ,i  j  – фазы i-й и j-й нод; 0  – собственная 

частота ноды (в статье принята у всех одинако-
вой, но может иметь нормальное распределение); 
k – коэффициент связи между нодами; N – общее 
число нод. 

Также для анализа процесса синхронизации в 
модели Курамото введен параметр порядка 

2 2

1 1

1 sin cos
N N

i i
i i

R
N  

   
         

   
   

– усреднение векторной суммы фаз всех нод. По 
аналогии введем локальный параметр порядка, т. е. 
средний между двумя нодами: 

   2 2
 ,

1 sin sin cos cos
2i j i j i jR           . 

В простейшей модели Курамото связь осу-
ществляется через синус разности фаз с лидиру-
ющей нодой. Это знакопеременная функция с 
двумя пересечениями нуля при равенстве разно-
сти фаз 0 и . Это соответствует двум точкам рав-
новесия: синхронное и антисинхронное. Ан-
тисинхронное равновесие в простой модели Ку-
рамото неустойчиво. При использовании же стя-
гивающих связей искомое равновесие устойчиво. 
При антисинхронизации, когда связи отталкива-
ющие, это приводит к возникновению устойчи-
вых химерных состояний (сближении нескольких 
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нод в общий кластер). Локальный параметр по-
рядка есть знакопостоянная функция с нулем в 
точке 0. Используем введенный локальный пара-
метр как меру расстояния между нодами для ре-
шения задачи антисинхронизации. 

Для модели «Дженерал Моторс» первого по-
рядка (самая простая), применительно к введен-
ным обозначениям, ускорение определяется как 

2  ,
2

i ji i
Rd d

a
dtdt

   
  

 
, 

где   – постоянная времени реакции ноды; a – 
величина, обратная моменту инерции; 

leadid dt v   – скорость изменения фазы ноды, 
j = i + 1 – номера связанных нод. 

Полное уравнение движения при этом опре-
деляется как 

 
2

 , lead2 ( )
i j

i id d aa b R b v
dtdt

 
 

     


 (1) 

где b – коэффициент связи по скорости; leadv  – 
разность частот с лидирующей нодой j. 

Устойчивая синхронизация или антисинхро-
низация осцилляторов будет наблюдаться в слу-
чае, если параметры уравнения (1) обеспечивают 
затухание колебаний переменной i  на всем час-
тотном диапазоне. Для этого решения диффе-
ренциального уравнения (1) должны быть моно-
тонными и затухающими (стремящимися со 
временем к нолю). Решим уравнение (1). 

Рассмотрим для начала свободную часть ре-
шения приведенного дифференциального уравне-
ния и обнаружим, что это классический линей-
ный демпфированный осциллятор с характери-
стическим полиномом стандартного вида. Его 

собственная частота 0  и коэффициент демпфи-
рования ξ определяются как  

0
a

 


; 
02

a b






. 

Для обеспечения монотонного переходного про-
цесса необходимо, чтобы корни характеристическо-
го полинома (1) были отрицательными веществен-
ными числами, или, что то же самое, ξ > 1, откуда 
при 2

0a    могут быть получены условия, обеспе-
чивающие монотонность переходного процесса 

 

2 2
0

0

2
,

2 .

b
 




 


 (2) 

Учтем, что направленное кольцо без модифи-
каций имеет низкую связность и топологически 
не гарантирует самосинхронизацию [18]. Рас-
смотрим результаты моделирования кольца из 
7 нод на основе нелинейного осциллятора Анд-
ронова–Хопфа и частотной добавкой на основе 
модели «Дженерал Моторс», полученные в среде 
математического моделирования REPEAT. На 
рис. 1 приведен вид компьютерной модели, реа-
лизующей нелинейный осциллятор Андронова–
Хопфа, входом которой служит вторая степень 
амплитуды refU  и частоты f предельного цикла, а 

выходом – U , U  – проекции напряжения на оси 

неподвижной двухфазной ортогональной системы 
координат. Для проверки работоспособности 
предлагаемого подхода при моделировании на-
чальные условия дифференциальных уравнений, 
описывающих нелинейный осциллятор Андроно-

 U  

U  refU  f  

f  

U  
 

Рис. 1. Модель нелинейного осциллятора Андронова–Хопфа 
Fig. 1. Nonlinear Andronov-Hopf oscillator 
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ва–Хопфа, задаются случайным образом. В модели 
задание начальных условий реализовано через 
блок «JY», в котором программно реализован ин-
тегратор со случайными начальными условиями из 
заданного диапазона значений.  

На рис. 2 приведена реализация кинематиче-
ской модели «Дженерал Моторс» для формирова-
ния частоты осциллятора с учетом наличия вир-
туальной инерции, где введены следующие обо-
значения входов и выходов: U  – вектор из пе-

ременных состояния собственного осциллятора 
ноды, ,  и  – переменные состояния и вектор 
из переменных состояния осциллятора лидирую-
щей ноды, PRJ – блоки подсистем, реализующие 

нелинейный осциллятор Андронова–Хопфа (см. 
рис. 1), связь по классической модели Курамото при 
синхронизации (рис. 3, а) и расчет параметра по-
рядка между собственной нодой и лидирующей.  

На рис. 3, а и б соответственно приведены 
расчеты связи по классической модели Курамото 
и параметра порядка для пары осцилляторов. 

Общий вид модели для синхронизации и 
антисинхронизации на примере семи нелинейных 
осцилляторов представлен на рис. 4 и 5 соответ-
ственно. Оценка согласованности осуществляется 
по значению параметров порядка с 1R  по 7R . 
Для антисинхронизации, чтобы сделать синхрон-
ное положение менее устойчивым, в качестве 
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Рис. 2. Модель управления частотой осциллятора с добавлением виртуальной инерции 
Fig. 2. Oscillator frequency control model with added virtual inertia 
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Рис. 4. Модель синхронизации осцилляторов с виртуальной инерцией 
Fig. 4. Oscillator synchronization model with virtual inertia 
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обратной связи выбран локальный параметр по-
рядка, а внешний общий сигнал отсутствует. Для 
синхронизации, наоборот, связь сформирована, 
как в модели Курамото, и добавлен внешний 
общий сигнал (для простоты – гармонический, 
желаемой частоты), чтобы гарантировать втягива-
ние в синхронизм. Для визуализации результатов 
исследований в представленных моделях сделаны 
дополнительные выходы, не участвующие в 
управлении: мгновенное значение частоты 
каждого осциллятора с O1 по O7 и переменная 
состояния нелинейного осцилятора с P1 по P7. 

Далее приведены динамические процессы 
подстройки частоты (рис. 6) и изменения локаль-
ных параметров порядка (рис. 7) осцилляторов 

при исследовании процесса антисинхронизации, 
при которой частоты всех нод с течением времени 
должны стать равными, а фазовые сдвиги друг 
относительно друга равномерно распределены от 
0 до 2π, со случайными значениями параметров 
для семи нод с частотой 10 и  = 0.1. Стоит от-
метить, что согласно используемой модели каж-
дая нода следует за своим ближайшим соседом в 
структуре направленного кольца. Таким образом, 
процесс выравнивания частот между всеми нода-
ми происходит одновременно. 

На рис. 8 изображены осциллограммы выхода 
каждого осциллятора в процессе антисинхрони-
зации: а – в переходном режиме; б – в устано-
вившемся режиме. 

На рис. 9 приведены результаты 150 итераций 
моделирования процессов со случайными началь-

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Рис. 5. Модель антисинхронизации осцилляторов с виртуальной инерцией 
Fig. 5. Oscillator anti-synchronization model with virtual inertia 
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Рис. 6. Частоты нод, соответствующие  
выходам с 1O  по 7O  

Fig. 6. Node frequencies corresponding  
to outputs 1O  through 7O  
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Рис. 7. Локальные параметры порядка нод, 
соответствующие выходам с 1R  по 7R  

Fig. 7. Nodal local order parameters  
for outputs 1R  through 7R   
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ными условиями для антисинхронизации. Гори-
зонтальными линиями обозначены значения ло-
кального параметра порядка для расстояния 2/7, 
4/7 и 6/7, а точками – установившееся значение 
локального параметра порядка для каждой ноды. 

Как видно из рис. 9, полной защиты от хи-
мерных состояний в исследуемой системе не 
обеспечивается, однако, для простого числа нод 
химерные состояния возникнуть уже не могут. 
Таким образом, получена защита от химерных 
состояний для простого числа нод. Для числа нод, 
не являющегося простым числом, сохраняется 
возможность химеризации через кратные интер-
валы. Причина возникновения кратных интерва-
лов – отсутствие контроля дистанции (интервала) 
со стороны выбранной механической модели. 
Контроль дистанции присутствует в более слож-
ных моделях: «Дженерал Моторс» второго поряд-
ка [19], [20], модели Бандо [21], [22] и модели 
разумного вождения [23], [24]. 

Рассмотрим особенности синхронизации в мо-
дели Курамото второго порядка. Связь по параметру 
порядка для синхронизации не требуется – это из-
быточное усложнение. Для борьбы с антисинхрон-
ным состоянием достаточно добавить общий шум 
[25], [26] или один общий осциллятор для всей 
группы (внешнюю сеть). Результат для 150 опытов 
со случайными начальными условиями приведен на 
рис. 10. На рис. 11–13 приведем реакцию системы 
осцилляторов на мгновенное изменение фазы внеш-
ней сети. Мгновенная реакция осциллятора на сту-
пенчатое изменение фазы не выражена – процесс 
монотонно растягивается до момента 11 с, что мож-
но видеть на рис. 11. В то же время, рис. 12 показы-
вает, что синхронизм при этом не нарушается. 
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Рис. 9. Установившийся параметр порядка  
при случайных начальных условиях  

для антисинхронизации семи осцилляторов 
Fig. 9. Steady-state order parameter for runs from random 

initial conditions for anti-synchronization of seven oscillators 
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Рис. 10. Установившийся параметр порядка при случайных 
начальных условиях для синхронизации семи осцилляторов 
Fig. 10. Steady-state order parameter for runs from random 

initial conditions for synchronization of seven oscillators 
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Рис. 11. Реакция частоты с 1O  по 7O  системы 
осцилляторов при отработке мгновенного изменения  

фазы в сети на π/3 в 8 с 
Fig. 11. Frequency response of oscillators 1O  to 7O   

to an instantaneous network phase shift of π/3 at 8 seconds 
 

Чтобы показать, что параметр a действитель-
но определяет инерцию, выполним исследование 
влияния параметра. Результаты, выходы частот 
осцилляторов с О1 по О7, приведены на рис. 14, 
где семейство кривых 1 соответствует парамет-
рам a = 1.62, b = 0.38,  = 1 из предыдущих опы-
тов, а семейство кривых 2 – параметрам a = 16.2, 
b = 38,  = 0.1. Корректировке подвергалась не 
только инерция для соблюдения условий (2).  

Из анализа проведенных исследований можно 
отметить несколько особенностей предложенного 
подхода к синхронизации или антисинхронизации 
групп нелинейных осцилляторов. Так, из рис. 10 
видно, что, несмотря на близость к единице ло-
кального параметра порядка, что соответствует 
условию точной синхронизации, остается некото-

рая ошибка. Вызвана она дискретностью решате-
ля системы уравнений. Чем меньше шаг решения 
систем дифференциальных уравнений, тем точ-
нее синхронизация. К сожалению, это неизбежная 
погрешность дискретных систем. Из рис. 13 вид-
но, что все локальные параметры порядка прихо-
дят к значению, близкому к единице, и не реаги-
руют на возмущение в виде мгновенного измене-
ния фазы сети в момент 8 с. Отсюда следует, что 
воздействие по фазе не нарушает синхронизм, т. е. 
отклонения мощности не разрушат синхронизм 
группы осцилляторов. Из сравнения ансамбля 
графиков 1 и 2, приведенных на рис. 14 при раз-
ных наборах параметров модели (1), можно уви-
деть, что при мгновенном изменении фазы внеш-
ней сети сформированная группа осцилляторов 
не распадается и продолжает действовать согла- 
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Рис. 13. Реакция локальных параметров порядка с R1  

по R7 системы осцилляторов при отработке мгновенного 
изменения фазы в сети на π/3 в 8 с 

Fig. 13. Response of the oscillator system's local order 
parameters (R1 to R7) to an instantaneous network phase shift 

of π/3 at 8 seconds 
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Рис. 12. Реакция одной из фазовых переменных осциллятора выходов с P1 по P7 системы осцилляторов при отработке 
мгновенного изменения фазы в сети на π/3 в 8 с: а – момент подачи возмущения;  

динамический режим подстройки; установившийся режим 
Fig. 12. Response of an oscillator phase variable (outputs P1 to P7) to an instantaneous network phase shift of π/3 at 8 seconds:  

а – moment of disturbance; б – dynamic adjustment; в – steady state 
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Рис. 14. Переходный процесс: 1 – при a = 1.62, b = 0.38,  
 = 1; 2 – при a = 16.2, b = 38,  = 0.1 

Figure 14. Transient process: 1 – a = 1.62, b = 0.38,  = 1;  
2 – a = 16.2, b = 38,  = 0.1  

совано. При этом время реакции на возмущение за-
висит от параметров кинематической цепи. Каче-
ственное изменение инерционных свойств в рамках 
предложенного подхода обеспечивается согласован-
ным изменением группы параметров и может быть 
подобрано эмпирически. Аналитическое задание 
требуемой инерции подлежит дальнейшей разработ-
ке. Главным результатом служит обеспечение син-
хронного состояния инерционных осцилляторов. 

Заключение. В рамках статьи предложено 
сочетание виртуального осциллятора с механиче-
ской моделью «Дженерал Моторс» первого по-
рядка, что позволило согласовать осцилляторы, 
соединенные по модели Курамото второго поряд-
ка в направленной кольцевой сети. Получено 

устойчивое антисинхронное состояние, что мо-
жет быть использовано для формирования фазо-
смещенной ШИМ при работе инверторов в группе 
(отдельные блоки параллельного модульного пре-
образователя или плечо модульного многоуровне-
вого преобразователя). При этом для простого 
числа модулей достигнута защита от химеризации 
состояний. Для контроля дистанции необходимо в 
выражение для расчета ускорения ввести расстоя-
ние между нодами, воспользовавшись любой из 
усложненных механических моделей. 

Синхронное состояние с общим воздействием 
также получено, что позволяет заявить о разработке 
управления ансамблем инерционных виртуальных 
осцилляторов. Показать его эквивалентность с вир-
туальной синхронной машиной, как это было сде-
лано [27] для управления жесткостью (droop control) 
и диспетчеризуемого виртуального осциллятора 
(dispatchable virtual oscillator control) еще только 
предстоит, однако уже сейчас возможно заявить, что 
инверторный источник может создавать виртуаль-
ную инерцию и при этом пользоваться свойством 
самосинхронизации осцилляторов. 
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