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Аннотация. Приведен обзор алгоритмов решения задачи покрытия множества. Рассматриваются две 
альтернативные формулировки задачи покрытия множества, используемые авторами алгоритмов. Да-
ется классификация алгоритмов решения задачи покрытия множества. Рассматриваются особенности 
наиболее известных алгоритмов решения задачи покрытия множества. Основное внимание уделено 
алгоритмам, использующим метаэвристики. Среди метаэвристик различают основанные на популяции 
и на единичных данных. К метаэвристикам, основанным на популяции, относятся: основанные на рое; 
на физике; на основе эволюции; на основе человека. Метаэвристики на основе единичных данных: ими-
тация отжига; поиск табу; управляемый локальный поиск; жадная рандомизированная процедура адап-
тивного поиска. 
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Abstract. Provides an overview of algorithms for solving the set coverage problem. Two alternative formula-
tions of the set coverage problem, which are used by the authors of the algorithms, are considered. 
A classification of algorithms for solving the set coverage problem is given. The features of the most well-known 
algorithms for solving the set coverage problem are considered. The main focus is on algorithms using me-
taheuristics. Among the metaheuristics, there are population-based metaheuristics and single-data-based me-
taheuristics. Population-based metaheuristics include: swarm-based; based on physics; based on evolution; 
based on humans. Metaheuristics based on single data: simulated annealing; Taboo search; guided local 
search; greedy randomized adaptive search procedure. 
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Введение. Задача покрытия множества Set 
Cover Problem (SCP) – это классическая задача 
комбинаторного анализа. Она относится к одной 
из 21 NP-полных (non-deterministic) вычисли-
тельных задач, перечисленных Р. М. Карпом в [1]. 
Точные методы решения в основном представле-
ны алгоритмами полного перебора и методами 
ветвей и границ. Эти алгоритмы требуют очень 
большого времени для получения результата и 
могут решать только экземпляры ограниченного 
размера [2]. Поэтому в большинстве публикаций 
усилия авторов сосредоточены на получении 
приближенного решения за разумное время. Для 
уменьшения перебора возможных вариантов ре-
шения используются различного рода эвристики. 

В последнее время наиболее часто для реше-
ния задачи покрытия множества предлагаются 
метаэвристические методы. Их суть заключается 
в том, что решение задачи получается в результа-
те выполнения довольно сложного алгоритма, 
обычно моделирующего поведение популяции 
животных (птиц, насекомых) или физический 
процесс. Как правило, метаэвристический метод 
требует задания значений параметров, конкрети-
зирующих алгоритм. Фактически метаэвристиче-
ский метод определяет семейство алгоритмов, 
каждому из которых соответствует набор значе-
ний параметров метаэвристики. 

Задачи оптимизации встречаются в огромном 
количестве областей – от маршрутизации в сети 
Интернет до планирования производственных оче-
редей и оптимизации запаса товаров на складе. 
В различных видах деятельности проводятся по-
пытки достичь определенных целей или оптимизи-
ровать что-либо: качество, время, расстояние и т. п. 
В реальных задачах ресурсы ограничены, поэтому 
всегда будет актуальным нахождение решения для 
оптимального использования тех или иных ценных 
ресурсов при различных ограничениях. 

Классификация алгоритмов решения задачи 
покрытия множества может быть проведена по 
многим признакам. Если взглянуть на природу 
алгоритмов, то их можно поделить на две катего-
рии: детерминированные и стохастические алго-
ритмы. Детерминированные алгоритмы следуют 

строгой процедуре. Такие алгоритмы достигают 
одного и того же решения, если начинают с одной 
начальной точки. Если в алгоритме есть некоторая 
случайность, то такой алгоритм – стохастический. 
Случайность приводит к тому, что алгоритм обычно 
достигает иного решения каждый раз при запуске, 
даже если начинает в одной и той же точке.  

Стохастические алгоритмы можно разделить 
на два типа: эвристические и метаэвристические. 
Однако разницу между ними сложно сформули-
ровать, так как в литературе нет согласованных 
определений эвристики и метаэвристики, в неко-
торых источниках оба термина используют вза-
имозаменяемо. Под эвристическим подходом ча-
сто понимают то, что для поставленной задачи 
оптимизации не гарантировано нахождение оп-
тимального решения, но за разумное время будет 
найдено достаточно близкое к нему [3]. Даль-
нейшим развитием эвристических алгоритмов 
принято считать метаэвристические. Полагается, 
что они работают лучше, чем простые эвристики. 
Для метаэвристических алгоритмов в некоторых 
источниках выделяют следующую характерную 
черту: использование компромисса между рандо-
мизацией и локальным поиском [4]. 

В последних публикациях существует тен-
денция называть все стохастические алгоритмы с 
рандомизацией и глобальным поиском метаэври-
стическими. Рандомизация обеспечивает хоро-
ший способ перемещения от локального поиска к 
глобальному. Большинство метаэвристик предна-
значены для глобальной оптимизации. 

Основные компоненты любого метаэвристиче-
ского алгоритма – это интенсификация и диверси-
фикация, или эксплуатация и исследование. Ди-
версификация означает генерирование разнооб-
разных решений, чтобы исследовать пространство 
поиска в глобальном масштабе. Интенсификация 
же означает сосредоточение внимания на локаль-
ном поиске, используя информацию о том, что 
найдено хорошее решение в этой области. Выбор 
лучших решений позволяет сходиться к оптималь-
ному значению, а диверсификация с помощью 
рандомизации позволяет выходить из локальных 
минимумов и увеличить разнообразие решений. 
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Агентом называют кандидата, используемого 
в качестве решения задачи. В зависимости от ис-
точника или алгоритма агенты могут называться 
по-разному: частицы, муравьи, светлячки, пчелы 
и т. п. В более общем случае агентов в источни-
ках называют индивидуумами или особями [5]. 

Метаэвристические алгоритмы можно разде-
лить на два вида [6]: траекторные и популяцион-
ные. В траекторных алгоритмах проводится об-
новление на каждой итерации положения только 
одного агента. При этом общее количество индиви-
дуумов может быть больше единицы, и на разных 
итерациях разные агенты могут перемещаться. 
В популяционных алгоритмах число агентов боль-
ше единицы. Кроме того, на каждой итерации пе-
ремещаются либо все индивидуумы, либо опреде-
ленное количество, превышающее единицу. В раз-
ных источниках популяционные алгоритмы могут 
называть поведенческими, роевыми и т. д. 

Целью данной стать служит систематический 
обзор и анализ современных алгоритмов решения 
задачи покрытия множества. Далее приводятся 
понятия, связанные с таблицами покрытия. Пред-
лагается перед применением алгоритма решения 
задачи покрытия множества приводить таблицу 
покрытия к циклическому виду. Отмечается, что в 
процессе работы приближенных алгоритмов могут 
появляться недопустимые или избыточные реше-
ния. Приводится псевдокод оператора осуществи-
мости, делающий решение допустимым и безыз-
быточным. Рассматривается ряд приближенных 
алгоритмов решения задачи покрытия множества. 
В заключении представлены выводы и обозначены 
направления для будущих исследований. 

Постановка задачи. Задача покрытия множе-
ства (Set Covering Problem, SCP) – это однокрите-
риальная многомерная задача оптимизации, кото-
рая формулируется следующим образом: дано 
конечное множество  1, 2 , ..., kX e e e  и набор 

подмножеств  1 2, , ..., ,nF S S S  где ,iS X  

1, ..., .i n  Каждому подмножеству Si соответ-
ствует некоторая стоимость. Цель заключается в 

нахождении набора подмножеств *,F  который 
покрывает все множество X (т. е. 

*
j

j
S F

S X


 ). 

В случае взвешенной задачи покрытия множества 
*F  должен иметь минимально возможный вес, а 

в случае невзвешенной – минимальное число 
подмножеств. 

Рассмотрим пример: пусть {1,2,3,4,5,6,7,X   
8,9,10}  и дано семейство множеств F =  1S  = 

     2 3 41,3,5,8,9 , 2,3,6,10 , 4,7,9 , {1,S S S   

     5 6 72,8,10}, 2,3,4 , 1,3,6,9 , 7,10 .S S S    Ми-

нимальное покрытие F* будет состоять из мно-
жеств S1, S2 и S3. 

Часто SCP представляют в виде бинарной 
матрицы покрытия A размером m  n, где 1,ija   
если элемент i принадлежит множеству Sj, и 

0ija   в противном случае. Обычно ее называют 

таблицей покрытия. Для примера: 

1010100110
0110010001
0001001010
1100000101 .
0101100000
1010010010
0000001001

A

 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 

 

При этом возможны две метафоры такого 
представления, а именно: «строки покрывают 
столбцы» и «столбцы покрывают строки». 

Рассмотрим метафору «строки покрывают 
столбцы». Обозначим через  ijA a  – произволь-

ную матрицу размера m n  с элементами 
 0,1ija   без нулевых строк и столбцов. Пусть 

каждому столбцу поставлено в соответствие по-
ложительное число ,jc  называемое весом столб-

ца. Требуется найти покрытие минимального 
суммарного веса (взвешенная задача покрытия) 
или покрытие минимальной мощности (невзве-
шенная задача покрытия, при которой все 1jc  ). 

Введя переменные ,jx  равные 1, если столбец j 
входит в искомое покрытие, и равные 0 в против-
ном случае, приходим к следующей формулиров-
ке задачи о покрытии: минимизировать сумму 

1

n
j j

j
c x


  при ограничениях 

1
1,

n
ij j

j
a x


   

где  1, ..., ; 0,1 ; 1, ..., .ji m x j n    

При использовании метафоры «строки по-
крывают столбцы» каждой строке поставлено в 
соответствие положительное число ci, называе-
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мое весом строки. Переменная xi равна 1, если 
строка входит в покрытие, в противном случае 
она равна 0. Сумма, которую требуется миними-
зировать, будет выглядеть следующим образом: 

1
.

m
i i

i
c x


  Ограничения в таком случае имеют вид 

1
1,

m
ij i

i
a x


   

где  1, ..., ; 0,1 ; 1, ..., .ij n x i m    
Основные понятия. Рассмотрим ряд поня-

тий, связанных с таблицами покрытия, используя 
метафору «строки покрывают столбцы». 

Решение таблицы покрытия (ТП) – это мно-
жество строк, в котором есть отметки в каждом 
столбце. Решение, из которого нельзя удалить ни 
одну строку, не нарушив условия покрытия всех 
столбцов, называется безызбыточным. Для не-
взвешенной задачи покрытия интересны безыз-
быточные решения с минимальным числом строк. 

Существуют правила преобразования ТП, вы-
полнение которых не приводит к потере мини-
мального решения. Для невзвешенной задачи по-
крытия эти правила формулируются следующим 
образом. Первое правило использует понятия су-
щественного столбца и существенной строки. 
Столбец называется существенным, если он со-
держит отметку только в одной строке ТП. Стро-
ка называется существенной, если она содержит 
отметку в существенном столбце. 

Правило 1. Существенная строка выбирается 
в решение ТП. После этого исходная ТП преобра-
зуется следующим образом: исключается суще-
ственная строка и все столбцы, в которых она 
имеет отметки. 

Правило 2. Строка исключается из ТП, если 
она полностью совпадает с другой строкой или 
множество ее отметок является подмножеством 
отметок другой строки ТП. 

Правило 3. Столбец исключается из ТП, если он 
полностью совпадает с другим столбцом или име-
ется столбец ТП, множество отметок которого явля-
ется подмножеством исключаемого столбца. 

Для взвешенной задачи покрытия правило 1 
верно, а правила 2 и 3 должны быть дополнены 
учетом весов. 

Таблица покрытия называется циклической, 
если к ней не применимо ни одно из точных пра-
вил преобразования ТП. Практическая рекомен-
дация при нахождении решения ТП следующая: 

прежде чем применять эвристический (метаэври-
стический) алгоритм, целесообразно упростить 
ТП, используя правила 1–3.  

Каждая оптимизационная задача имеет свои 
ограничения и свойства. На этапе генерации ре-
шений или в процессе работы метаэвристики, 
могут появляться недопустимые решения. В рам-
ках задачи покрытия недопустимыми считаются 
решения, которые не покрывают все столбцы. 
Для исправления подобных решений использует-
ся оператор осуществимости [7], [8], который 
дополнительно устраняет избыточные строки. 
Пусть: I – множество всех столбцов; J – множе-
ство всех строк; i – множество всех строк, кото-
рые покрывают столбец i  I; j – множество всех 
столбцов, которые покрывает строка j  J; S – мно-
жество всех строк решения; U – множество непо-
крытых столбцов; i – число строк, которые покры-
вают столбец i  I. Тогда псевдокод оператора осу-
ществимости выглядит следующим образом: 

: | |, ,i iinit S i I       
 : | 0, .iinit U i i I      

for each column i U  (в возрастающем поряд-
ке) do 

find row ij  with  min /j jc U   

add j to S 
set 1,i i ji      

set jU U   
end for 
for each row j S  (в убывающем порядке) do 

if 2,i ji     then 
set S S j   
set 1,i i ji     

end if 
end for 
Обзор алгоритмов решения. Самый простой 

точный метод нахождения решения ТП – алго-
ритм полного перебора (brute-force). Любая зада-
ча из класса NP может быть решена с его помо-
щью [2]. Из-за высокой сложности алгоритма 
полного перебора точные алгоритмы в основном 
построены на методе ветвей и границ [9] и методе 
ветвей и сечений, которые представляют собой 
более эффективную модификацию алгоритма 
brute-force. Алгоритм основан на полном перебо-
ре вариантов, который оптимизируется за счет 
отсечения ветвей поиска, заведомо не содержа-
щих оптимального решения. Отсечение происхо-



Известия СПбГЭТУ «ЛЭТИ». 2026. Т. 19, № 3. С. 21–42 
LETI Transactions on Electrical Engineering & Computer Science. 2026. Vol. 19, no. 3. P. 21–42 

25 

дит на основе вычисления нижних и верхних гра-
ниц целевой функции. Однако все равно данные 
точные алгоритмы требуют большого количества 
времени и могут решать экземпляры задач ограни-
ченного размера [2], [9]. Классические жадные ал-
горитмы имеют высокую скорость [9] и просты в 
реализации, однако из-за своей детерминированной 
природы редко дают качественные решения, осо-
бенно на больших экземплярах [9], [10]. 

Поэтому большое количество работ посвяще-
но исследованию и созданию эффективных ме-
таэвристических алгоритмов для решения боль-
ших экземпляров задач покрытия за ограничен-
ное время. Широко представлены для решения 
SCP генетические алгоритмы [11], [12]. Кроме 
того, в последние годы большое количество ис-
следований направлено на решение данной про-
блемы с помощью биоинспирированных алго-
ритмов [13], которые вдохновляются происходя-
щими в природе процессами:  

 алгоритм пчелиной колонии [8], [14]; 
 алгоритм оптимизации стаи кошек [15];  
 алгоритм поиска кукушки [8]; 
 алгоритм муравьиной колонии [16], [17]; 
 алгоритм светлячков [18], [19]. 
Природа послужила основой для алгоритма 

черной дыры [20], [21]. 
Очень подробная классификация метаэври-

стических алгоритмов и обширная библиография 
приведена в [22]. Несмотря на то, что в ней рас-
сматриваются методы оптимизации без привязки 
к задаче покрытия множества, классификация 
может быть полезной в исследовании алгоритмов 
решения SCP. 

Рассмотрим характерные черты метаэври-
стик, которые могут использоваться для решения 
задачи покрытия множества. 

Метаэвристики, основанные на популяции. 
Метаэвристики, основанные на рое. Опти-

мизация с использованием роя частиц (PSO). Оп-
тимизация методом роя частиц, предложенная в 
[23], [24] – это стохастический алгоритм на осно-
ве роя, инспирированный природой и первона-
чально разработанный в 1995 г. Р. Эберхартом и 
Дж. Кеннеди, опираясь на упрощенную модель 
поведения птиц в стае и рыб в косяке. В PSO 
группа частиц (например, стая птиц) выполняет 
поиск в пространстве решений. Каждая частица 
определяет свой следующий шаг в этом про-
странстве, основываясь на пройденном пути всех 
частиц. Как только частицы обновят свои пози-

ции на текущей итерации, начинается следующая 
итерация процесса поиска. В конце концов весь 
рой приближается к оптимуму целевой функции 
со скоростью сходимости, которая сильно зависит 
от выбранного варианта PSO и значений пара-
метров. В [25] проведен краткий обзор суще-
ствующих исследований по этому направлению 
за последние годы. 

Как и в других метаэвристических алгорит-
мах, в PSO существует несколько основных эта-
пов, включая инициализацию роя, вычисление 
фитнесс-функции для каждой частицы, стратегию 
обновления и оценку приспособленности. По-
следние два шага повторяются в последующих 
итерациях до тех пор, пока не будет удовлетворе-
но условие завершения (например, достижение 
заданного числа итераций). 

Часто при инициализации роя частицы раз-
брасываются случайным образом в пространстве 
возможных решений без определенного критерия. 
Следует отметить, что различные стратегии ини-
циализации могут в некоторых случаях значи-
тельно улучшить скорость сходимости. Частицы 
роя проверяются в конце каждой итерации на ин-
дивидуальное и глобальное лучшие положения. 
Предполагается, что каждая частица имеет уни-
кальное значение пригодности на каждой итера-
ции, которое вычисляется посредством оценки 
целевой функции. PSO запоминает индивидуаль-
ное лучшее решение (кандидат на лучшее гло-
бальное решение), которое когда-либо встреча-
лось каждой частице до текущей итерации. 

Оптимизация с помощью муравьиной коло-
нии. Имитация поведения муравьев, колония ко-
торых находит кратчайший путь к пище, исполь-
зуя механизм феромонов [16], [17]. В контексте 
задачи покрытия множества «путь» муравья – это 
подобранное им подмножество множеств, обра-
зующее покрытие. 

Алгоритм начинается с создания графа, где 
вершины – это множество подмножеств  1,F S  

2, ..., .nS S  Каждому ребру Sj (выбору подмноже-

ства) присваивается начальное (малое) количе-
ство феромона τj. Определяется эвристическая 
информация ηj («жадность») для каждого под-

множества Sj. Чаще всего j j jcS   – чем 

больше элементов покрывает подмножество и 
чем оно дешевле, тем оно привлекательнее. 
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На каждой итерации t работает несколько 
«муравьев» (обычно от 10 до 50). Муравей начи-
нает с пустого решения F* = Ø. Все элементы 
универсума считаются непокрытыми. На каждом 
шаге муравей выбирает следующее множество 

jS  для добавления в F* с вероятностью  

     
доп

,j j l l
l

jp t t t   



    


 


  

где  j t  – количество феромона на множестве Sj 

на итерации t; ηj – привлекательность подмноже-
ства Sj;  и  – параметры, определяющие влия-
ние феромона и эвристики; допустимые подмно-
жества – те, которые покрывают хотя бы один еще 
не покрытый элемент, l – порядковый номер до-
пустимого подмножества. 

Локальное обновление феромонов опцио-
нально. Сразу после добавления подмножества Sj 
в решение количество феромона на нем можно 
немного уменьшить, например:  1 ,j j     где 

  коэффициент локального испарения 
 0 1 .    Это поощряет разнообразие и предот-
вращает следование по одному пути. 

Выбор подмножества и локальное обновление 
повторяются, пока муравей не покроет все эле-
менты универсума X. 

После того как все муравьи построили свои 
решения, происходит глобальное обновление фе-
ромонов. Сначала феромон на всех подмноже-
ствах «испаряется» (чтобы избежать застоя): 

       1 1 , 1, ,j jt t j n        где  – коэффи-

циент глобального испарения (0 <  < 1). Затем 
только муравьи, нашедшие лучшие решения, до-
бавляют феромон на подмножества, входящие в 
их решение:    1 ,j j jt t k       где kj – ко-

личество появлений подмножества Sj в решениях 
«хороших» муравьев;   – константа. Если   – 
не константа, а функция от сложности решения 
(чем лучше решение, тем больше феромона она 
оставляет), то формула вычисления нового значе-
ния феромона должна быть преобразована. 

Алгоритм повторяет основной цикл, пока не 
будет выполнен один из критериев: 

 найдено решение удовлетворительного ка-
чества; 

 превышено максимальное число итераций; 
 решение перестало улучшаться в течение 

многих итераций. 

Алгоритм искусственной пчелиной колонии. 
Алгоритм имитирует поведение пчелиной коло-
нии при сборе нектара [8], [14]. Его работа стро-
ится на нескольких ключевых принципах: 

 каждое возможное решение задачи (канди-
дат на роль покрывающего множества) рассмат-
ривается как «источник пищи». Качество этого 
решения определяется «количеством нектара»; 

 в алгоритме задействованы три типа про-
граммных «пчел», что обеспечивает баланс меж-
ду интенсивным исследованием перспективных 
участков и поиском новых решений; 

 рабочие пчелы отвечают за локальный по-
иск в окрестностях уже известных хороших ре-
шений, пытаясь их улучшить; 

 пчелы-наблюдатели выбирают один из источ-
ников пищи, опираясь на информацию от рабочих 
пчел, и также занимаются его локальным улучше-
нием. Вероятность выбора источника пропорцио-
нальна его качеству – работает принцип «чем лучше 
решение, тем больше ему внимания»; 

 пчелы-разведчики занимаются случайным 
поиском в пространстве решений, чтобы нахо-
дить новые, потенциально перспективные обла-
сти и не допускать «застревания» алгоритма в 
локальном оптимуме. 

Случайным образом создается начальная по-
пуляция решений (источников пищи). Каждая 
рабочая пчела проводит локальный поиск вокруг 
своего текущего решения, создавая и оценивая 
его модифицированную версию. На основе полу-
ченной информации о качестве всех решений 
пчелы-наблюдатели выбирают одно из них (с ве-
роятностью, зависящей от его качества) и также 
пытаются его улучшить с помощью локального 
поиска. Работа пчел продолжается до тех пор, 
пока не будет достигнуто максимальное число 
итераций или не будет найдено решение удовле-
творительного качества. 

Алгоритм поиска кукушки. Алгоритм имити-
рует поведение некоторых видов кукушек, под-
брасывающих свои яйца в гнезда других птиц [8]. 

Каждое «гнездо» в алгоритме представляет 
собой одно возможное решение задачи покрытия 
множества. «Подбросить яйцо» – значит создать 
новое, немного измененное решение на основе 
существующего. Специальный механизм случай-
ного поиска (полеты Леви) позволяет алгоритму 
эффективно исследовать все пространство реше-
ний, сочетая небольшие локальные изменения и 
редкие, но большие «прыжки». Каждая кукушка 
подбрасывает одно яйцо (новое решение) в слу-
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чайно выбранное гнездо. Хозяева охраняют свои 
гнезда. Гнезда с худшими решениями (яйцами 
низкого качества) могут быть обнаружены и уни-
чтожены с некоторой вероятностью. Лучшие ре-
шения (гнезда с качественными яйцами) сохра-
няются для следующего поколения. 

Полет Леви – это особый тип случайного блуж-
дания (в нем используется распределение Леви), 
при котором короткие шаги часто прерываются 
редкими, но очень большими «прыжками». В отли-
чие от обычного случайного блуждания, где длина 
шага предсказуема, в полете Леви длина каждого 
следующего шага определяется по степенному за-
кону, что делает появление большого скачка хоть и 
маловероятным, но всегда возможным. 

Алгоритм начинается с инициализации попу-
ляции. Случайным образом создается n гнезд 
(начальных решений). Каждое решение представ-
ляется в виде двоичного вектора, где 1 означает, 
что множество включено в покрытие, а 0 – не 
включено. Для каждого гнезда i в популяции со-
здается новое решение-кандидат: Новое_реше-
ние_ 1i  = Текущее_решение_ 1i  + 1  Леви_по-

лет(), где 1 0   – шаг масштабирования. По-
скольку задача дискретная результат операции 
округляется до 0 или 1. Вычисляется функция 
пригодности (Fitness) для нового решения. Для 
задачи покрытия это может быть: Fitness = Чис-
ло_покрытых_элементов –   Стоимость_выб-
ранных_множеств, где  – штрафной коэффици-
ент за стоимость. Новое решение заменяет теку-
щее, только если его пригодность лучше. После 
обработки всех гнезд наименее качественные реше-
ния отбрасываются с определенной вероятностью 
(обычно 0.25). Вместо них создаются новые совер-
шенно случайные решения. Это помогает избежать 
застревания в локальных оптимумах. На каждой 
итерации запоминается лучшее найденное решение. 
Алгоритм заканчивает свою работу, если достигнет 
максимального числа итераций или найдет решение 
удовлетворительного качества. 

Поскольку цель – найти покрытие минимальной 
стоимости, то фитнес-функция должна поощрять 
покрытие всех элементов. Поэтому в нее часто до-
бавляют штраф за непокрытие всех элементов:  

(– 1  × количество_непокрытых_элементов), 
где 1  – большой штрафной коэффициент. 

Алгоритм светлячка (FA). Еще одна из рас-
пространенных метаэвристик – это FA. 

Существует около двух тысяч видов светляч-
ков, многие из которых могут производить корот-
кие и чередующиеся вспышки. Характер вспы-
шек часто уникален для конкретного вида. Мига-
ющий свет создается с помощью процесса био-
люминесценции. Истинное назначение данных 
сигнальных возможностей все еще обсуждается, 
однако на данный момент считается, что две ос-
новные функции таких вспышек – привлечение 
особей противоположного пола и привлечение 
потенциальной добычи. Кроме того, мигание мо-
жет также служить защитным механизмом от 
хищников, предупреждая о горьком вкусе. Неко-
торые виды тропических светлячков могут согла-
совывать свои вспышки, что служит примером 
природного самоорганизованного поведения.  

Известно, что интенсивность на определен-
ном расстоянии от источника подчиняется закону 
обратных квадратов, т. е. интенсивность света 
Light уменьшается по мере увеличения расстоя-

ния r по правилу 2Light 1 .r  Вдобавок среда 
распространения поглощает свет, который стано-
вится слабее по мере увеличения дистанции. По-
этому светлячки видимы на ограниченном рас-
стоянии, достаточном для общения. 

Мигающий свет можно сформулировать та-
ким образом, чтобы он был связан с целевой 
функцией, которая подлежит оптимизации. Су-
ществует два варианта метаэвристических алго-
ритмов, вдохновленных поведением светлячков, – 
алгоритм светлячков и алгоритм оптимизации 
роем светлячков. Рассмотрим первый вариант 
алгоритма светлячков. 

FA впервые представлен в 2009 г. Синь-Ше 
Яном (Xin-She Yang). Данный алгоритм идеализи-
рует некоторые характеристики мигания светляч-
ков, поэтому модель имеет следующие правила по-
ведения [3]: 

– все светлячки однополые, поэтому они мо-
гут привлекать друг друга независимо от пола; 

– привлекательность пропорциональна ярко-
сти, поэтому для любых двух светлячков менее 
яркий будет двигаться к более яркому; 

– привлекательность уменьшается с увеличе-
нием расстояния, аналогично яркости;  

– если нет более яркого светлячка, чем кон-
кретный, он двигается случайным образом; 

– яркость светлячка определяется целевой 
функцией. 

Для задачи максимизации яркость может быть 
просто пропорциональной значению целевой 
функции, а для задачи минимизации – обратно 
пропорциональной. 
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Привлекательность светлячков определяется с 
помощью следующего соотношения [19]: 

 2
2 0 exp ,r     где r – расстояние между двумя 

светлячками, 0 – привлекательность при r = 0;  – 
параметр, выполняющий роль коэффициента по-
глощения света. Поскольку часто быстрее вычис-

лить  21 1 ,r  чем экспоненциальную функцию
  01 ,j j        при вычислении привлека-

тельности можно использовать выражением:
0

2 2 .
1 r


 

 
 В ряде реализаций алгоритма пред-

лагают использовать монотонно убывающую 
функцию со степенью 1. 

Движение светлячка i1, которого притягивает 
более привлекательный светлячок j1, определяет-
ся с помощью следующим образом: 0i iх x     

  2
2exp ,j i ir x x       где  2 0,1   – па-

раметр рандомизации, а i  – вектор случайных 
чисел, полученных из равномерного распределе-
ния. Например, распространенной формой i  

является 1rand
2

  
 

 [19], [23], где rand – случай-

ное число из диапазона [0,1].  
В некоторых работах для улучшения процесса 

сходимости алгоритма параметр  рекомендуют 
уменьшать с каждой следующей итерацией t с 
помощью следующего выражения:      

 0 ,te    где 0  – начальное значение, 

  – конечное. 
Схема работы алгоритма FA выглядит следу-

ющим образом: 
– инициализация начальной популяции свет-

лячков S (случайное создание и вычисление зна-

чений целевой функции  0
if x  в начальных точ-

ках  0, 1, );ix i S  
– циклическое сравнение пар светлячков (если 

    ,i jf x f x  то происходит перемещение i к j); 

– обновляются значения целевых функций 
для измененных агентов; 

– если выполнено условие окончания, то воз-
вращение лучшего агента из популяции, иначе – 
переход к циклическому сравнению пар светлячков. 

Стоит отметить два частных случая алгоритма 
FA, когда коэффициент поглощения 0   и 

.    В случае 0   среда становится про-

зрачной, а коэффициент привлекательности ста-
новится постоянным 0.    Это эквивалентно 
тому, что интенсивность света не уменьшается в 
среде и каждый светлячок виден в любой точке. 
В случае    привлекательность стремится к 
дельта-функции Дирака, и привлекательность 
светлячков близка к нулю. Это соответствует слу-
чайному блужданию агентов, и FA преобразуется 
в алгоритм случайного поиска. 

Параметр  рекомендуется определять в зависи-
мости от размерности пространства поиска, а имен-

но: 0

maxr


   или 0
2
maxr


   (  0 0,1 ,   rmax – мак-

симальное расстояние между двумя светлячками).  
Алгоритм FA имеет два внутренних цикла 

при сравнении всех пар агентов популяции и 
один внешний цикл для итераций. Поэтому в 
худшем случае временную сложность можно 
оценить как O(popSize  T  N), где T – количе-
ство итераций, N – размерность задачи. 

Алгоритм летучей мыши. Алгоритм, предло-
женный Синь-Шэ Яном в 2010 г., имитирует эхо-
локационное поведение летучих мышей [25], [26]. 
Летучие мыши излучают звуковые импульсы и 
анализируют эхо для локации добычи. В алго-
ритме это соответствует поиску оптимального 
решения. Каждая «мышь» в популяции представ-
ляет собой отдельное решение задачи (кандидат 
на покрывающее множество). Решение кодирует-
ся битовым вектором  1 2, , ..., ,nv v vV  где 

1iv   – множество Si включено в решение, в про-
тивном случае 0.iv   Функция пригодности (Fit-
ness) такая же, как в алгоритме поиска кукушки. 

Алгоритм начинается с генерации N началь-
ных решений. Для каждой «мыши» инициализи-
руются 

– частота  min max, ,i     где min max,   – 
минимальная и максимальная частоты; 

– громкость  min max, ,i     min max,   – 
минимальная и максимальная громкости; 

– скорость импульсов  0,1 .i   
Для генерации новых решений используются 

формулы 
–      min max min1 rand ,i t          где 
   rand 0,1  – случайная величина; 

–       best1 ,i i i it t v t v        где bestv  – 
лучшее на данный момент решение; 

–      1 1 .i i iv t v t t      
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С вероятностью i  выполняется локальная 
оптимизация вокруг текущего лучшего решения. 
Если новое решение лучше текущего, то с веро-
ятностью i  решение принимается. Также уве-
личивается скорость импульсов (ускоряется по-
иск) и снижается громкость: 

–    31 ,i it t      где 3  – коэффициент 
затухания громкости; 

–     1 0 1 ,t
i it e      где σ – коэффи-

циент увеличения скорости импульсов. 
Отличительной чертой данного алгоритма слу-

жит автоматическая балансировка параметров, поз-
воляющая сочетать интенсивный локальный поиск 
с возможностью выхода из локальных оптимумов. 

Алгоритм стада криля. Метаэвристический 
алгоритм, вдохновленный поведением стай мелких 
рачков-криля в океане [27]. Выживание отдельной 
особи зависит от двух ключевых факторов: движе-
ние к пище (глобальный оптимум) и взаимодей-
ствие с соседями (локальный поиск). В контексте 
задачи покрытия множества каждая особь криля 
представляет собой одно возможное решение – 
кандидата на покрывающее множество. Кодировка 
решения и функция пригодности такие же, как в 
алгоритме летучей мыши. 

Случайным образом создается стадо из N 
особей (начальных решений). Для каждой особи i 
в стаде вычисляется ее новое положение по трем 
компонентам: 

– движение, индуцированное соседями (Local 
Search):  

сос
i j j i

j i

R V V V V


    (особи от-

талкиваются и притягиваются друг к другу, стре-
мясь занять перспективные позиции в простран-
стве состояний), где ,i jV V  – решения, совпада-

ющие с положением особей; 
– движение в направлении пищи (Global 

Search): best best ,i i iE E V E V   где bestV  – лучшее 
найденное на данный момент решение во всем 
стаде (это движение направляет всех особей к 
глобально лучшей области), bestE  – лучшее зна-
чение целевой функции; 

– случайная диффузия (Diversification): iD   

 max1 SV, SV случайный вектор,t t      – 

этот компонент добавляет случайное возмущение, 
чтобы избежать преждевременного схода в локаль-
ный оптимум (его влияние уменьшается со време-
нем), maxt  – время окончания работы алгоритма. 

Новое положение особи вычисляется как 
     1 ,i i i i iV t V t t R E D       где 1t   – 

квант времени для перерасчета положения осо-
бей. Поскольку задача дискретная, полученные 
непрерывные значения координат ( 1)iV t   затем 
преобразуются в 0 или 1 с помощью пороговой 
функции (например, сигмоиды). 

Оптимизатор серого волка. Метаэвристиче-
ский алгоритм, вдохновленный социальной иерар-
хией и охотничьей тактикой стаи серых волков [28]. 
Волки в стае делятся на четыре ранга: 

– альфа  4  – наилучшее решение в попу-
ляции; 

– бета  3  – второе и третье по качеству ре-
шения; 

– дельта  1  – остальные возможные решения; 

– омега  1  – все остальные возможные ре-

шения. 
Основные этапы охоты: 
– поиск и окружение добычи (случайный по-

иск в пространстве решений); 
– загон добычи (поиск сужается вокруг луч-

ших решений: 4 3 1, ,   ); 
– атака (локальный поиск и окончательное 

приближение к оптимуму). 
К сожалению, не удалось найти конкретного 

описания применения алгоритма GWO именно 
для задачи покрытия множества. При желании 
это нетрудно сделать на основе формализации из 
других алгоритмов. 

Алгоритм оптимизации «мотылек–пламя». 
Метаэвристический алгоритм оптимизации, ос-
нованный на природном поведении мотыльков 
при навигации [29]. Алгоритм имитирует поведе-
ние мотыльков, которые: 

– используют источники света для навигации; 
– поддерживают постоянный угол к источни-

ку света; 
– движутся по спиральным траекториям во-

круг ярких объектов. 
Для решения задачи покрытия этот алгоритм 

не применялся, но нет принципиальных трудно-
стей это сделать. 

Алгоритм стрекозы. Метаэвристический ал-
горитм, вдохновленный стайным поведением 
стрекоз в природе [30]. Его работа построена на 
моделировании пяти основных принципов пове-
дения в стае: 
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– разделение – избегание столкновений с со-
седними особями в стае; 

– выравнивание – соответствие скорости со-
седним особям; 

– сцепление – стремление к центру массы стаи; 
– притяжение к пище – движение в сторону 

источников пищи; 
– отталкивание от врага – движение от внеш-

них угроз. 
В алгоритме эти принципы переводятся в ма-

тематические операции, которые обновляют пози-
ции «стрекоз» (решений-кандидатов) в простран-
стве поиска, балансируя между исследованием 
(глобальным поиском) и использованием (локаль-
ным поиском). Чтобы применить алгоритм к ре-
шению задачи покрытия множества, необходимо 
выполнить следующие шаги адаптации: кодирова-
ние решения и определение функции пригодности. 
Процесс оптимизации традиционен для метаэври-
стических алгоритмов: инициализация, оценка, 
обновление позиций, завершение. 

Алгоритм оптимизации кита. Алгоритм 
имитирует охотничье поведение горбатых китов 
[31]. Киты создают спиралевидные пузырьковые 
сети, поднимаясь к поверхности воды, что позво-
ляет им эффективно ловить добычу. 

Ключевые механизмы имитации поведения 
китов: 

– киты «знают» положение лучшей добычи 
(оптимального решения); 

– другие особи обновляют свои позиции в 
направлении лучшего кита (окружение добычи); 

– киты движутся по спирали вокруг добычи 
(метод пузырьковой сети); 

– выбирается случайный кит вместо лучшего 
(поиск добычи). 

При окружении добычи позиции китов пересчи-
тываются по формулам:    bestD C X t X t   и 

  best1 ,X t X NVD    где bestX  – позиция 
лучшего решения; NV – направляющий вектор; 
C – коэффициент влияния лучшего решения; D – 
расстояние до лучшего решения. 

При движении по спирали вокруг добычи по-
зиции китов пересчитываются по формуле: 

     best1 cos ,bX t De b X t     где b – па-
раметр, определяющий форму спирали. 

При NV < 1 киты ищут добычу случайным 
образом:    randD C X t X t   и  1X t    

rand ,X NVD   где randX  – позиция случайного 
кита. 

Направляющий вектор определяется как 

5 1 52 ,NV r     где 5  – управляющий коэф-
фициент, который линейно убывает от 2 до 0 по 
ходу итераций. Коэффициент C рассчитывается 
по формуле: 22 ,C r  r1, r2 – случайные числа в 
диапазоне [0,1]. 

Алгоритм роя сальпа. Алгоритм имитирует по-
ведение роя сальп (морских беспозвоночных) в 
природе, где они выстраиваются в цепочки для кол-
лективного перемещения и поиска пищи. Алгоритм 
имитирует поведение лидера и последователей, ме-
ханизмы поиска пищи и групповую динамику. 

В рое сальп имеется лидер – сальп с наилуч-
шим решением. Остальные члены роя следуют за 
лидером. Характеристики позиции лидера: явля-
ется результатом предыдущих итераций; обнов-
ляется при нахождении лучшего решения; служит 
ориентиром для всего роя и может меняться в 
процессе оптимизации. Кроме позиции лидера в 
алгоритме используется позиция пищи. Характе-
ристики позиции пищи: представляет собой иде-
альное или целевое состояние; может быть статич-
ной или динамической; служит ориентиром для 
поиска и не всегда совпадает с текущим лучшим 
решением. Чтобы избежать предвзятости начальная 
позиция пищи может быть выбрана случайным об-
разом. Затем позиция пищи может быть определена 
на основе математических критериев, например как 
центр тяжести лучших решений. 

Метаэвристики, основанные на физике. 
Оптимизация центральной силы – метаэвристи-
ческий алгоритм, вдохновленный законами не-
бесной механики. Этот алгоритм подробно рас-
смотрен в литературе. Отличительной его чертой 
служит использование притяжения к одной точке, 
называемой центром силы, т. е. использует упро-
щенную модель гравитационного взаимодей-
ствия. Так как взаимодействие небесных тел по-
нятно всем, кто имеет не слишком глубокие зна-
ния по физике, то в данном обзоре его детали не 
рассматриваются. 

Алгоритм гравитационного поиска. Алгоритм 
гравитационного поиска моделирует взаимодей-
ствие всех частиц между собой (учитывает взаим-
ные гравитационные силы) [32]. Он имеет более 
сложную математическую модель и требует больше 
вычислительных ресурсов по сравнению с алгорит-
мом оптимизации центральной силы, но за счет 
этого получает более качественные решения. 
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Поиск системы магнитного заряда. Метаэв-
ристический алгоритм оптимизации, основанный 
на принципах электромагнетизма и взаимодей-
ствии заряженных частиц. Его физические осно-
вы следующие: закон Кулона для моделирования 
взаимодействия частиц; электромагнитные силы 
для направления поиска; законы сохранения 
энергии и заряда. Основные компоненты алго-
ритма: частицы системы (представляют потенци-
альные решения, обладают зарядом и положени-
ем, взаимодействуют между собой) и силовые 
поля (кулоновские силы, потенциальные поля, 
гравитационные компоненты). В задаче покрытия 
множества потенциальные поля могут использо-
ваться для: привлечения агентов к неохваченным 
областям; отталкивания от уже покрытых зон; 
балансировки нагрузки между агентами. Грави-
тационные компоненты помогают в: оптимизации 
размещения объектов; балансировки нагрузки; 
минимизации перекрытий. 

Оптимизация электромагнитного поля. Ме-
таэвристический метод, основанный на принципах 
электромагнетизма и взаимодействии заряженных 
частиц. В отличие от алгоритма поиска системы 
магнитного заряда, он использует полный набор 
электромагнитных взаимодействий, а также вектор-
ные поля и поляризацию частиц. За счет этого он 
дает более качественные решения, но требует 
больше вычислительных ресурсов. 

Оптимизация процесса испарения воды. Ме-
таэвристический метод, вдохновленный природ-
ным процессом испарения воды и перехода ее в 
парообразное состояние. Молекулы жидкости 
представляют потенциальные решения, обладают 
энергией и взаимодействуют между собой. Пара-
метры данного процесса – это температура си-
стемы, энергия активации и скорость испарения. 
Процесс оптимизации состоит: из моделирования 
теплового движения; расчета энергии молекул; 
перехода в газообразное состояние и формирова-
ния новых решений. 

Оптимальная оптимизация инерции. Метаэв-
ристический алгоритм оптимизации, основанный 
на концепции оптимальной инерции и динамики 
движения частиц в пространстве поиска. Он ба-
зируется на моделировании частиц с переменной 
инерцией и адаптивном изменении параметров 
инерции. Компоненты алгоритма – это частицы 
системы и ее параметры. Частицы системы пред-
ставляют потенциальные решения. Они обладают 

характеристиками скорости и инерции и взаимо-
действуют через обмен информацией. 
К параметрам системы относятся: коэффициент 
инерции; скорость движения; локальная и гло-
бальная память; адаптивные факторы. 

Многовершинная оптимизация. Метаэвристи-
ческий алгоритм оптимизации, вдохновленный 
космологическими концепциями мультивселенной 
и черных дыр [33]. Алгоритм базируется: на моде-
лировании взаимодействия между вселенными; 
использовании концепции черных дыр; механиз-
мах изменения объема и формы. Компоненты ал-
горитма – вселенные и космологические парамет-
ры. Вселенные представляют потенциальные реше-
ния, обладают уникальными характеристиками и 
взаимодействуют между собой. К параметрам алго-
ритма относятся: плотность материи; гравитацион-
ные силы; квантовые эффекты и черные дыры. 

Оптимизация теплообмена. Метаэвристиче-
ский алгоритм оптимизации, основанный на физи-
ческих принципах теплового расширения материа-
лов. Алгоритм базируется на: моделировании теп-
лового расширения; использовании температурных 
градиентов; механизмах изменения объема и фор-
мы. Компонентами алгоритма служат элементы 
системы и физические параметры. Элементы си-
стемы представляют потенциальные решения, 
обладают температурными характеристиками и 
взаимодействуют через теплопередачу. К пара-
метрам алгоритма относятся: температура эле-
ментов; коэффициент расширения; теплопровод-
ность и плотность материала. 

Алгоритм черной дыры. Метаэвристический 
алгоритм оптимизации, вдохновленный феноменом 
черной дыры. Черная дыра (ЧД) – область про-
странства, в которой сосредоточено такое количе-
ство массы, что ближайший объект не может избе-
жать ее гравитационной силы. Любое тело, которое 
попадает в черную дыру, в том числе и свет, не мо-
жет ее покинуть и будет поглощено. 

Алгоритм BHA впервые был представлен в [20] 
в качестве нового оптимизационного алгоритма для 
кластеризации данных. Подобно другим алгорит-
мам на основе популяции, алгоритм начинает свою 
работу с создания популяции потенциальных реше-
ний, которые в рамках алгоритма называются 
«звездами». Кроме того, среди звезд выбирается 
«черная дыра». ЧД – фиксированная звезда в про-
странстве поиска, которая имеет наилучшую при-
годность (значение целевой функции). 
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После инициализации в алгоритме выполня-
ется вращение звезд вокруг ЧД (т. е. вокруг 
наиболее приспособленного агента). Это враще-
ние осуществляется с помощью оператора, кото-
рый перемещает все звезды на каждой итерации 
(ЧД при этом не меняет своего положения): 

     

 
BH

1

1 rand ,

1, ..., ,

j j j j
i i ix t x t x x t

i N

     
 

 

где  j
ix t  и  1j

ix t   – переменные решения i на 

итерациях t и 1;t   1N  – количество звезд в по-

пуляции; BH
jx  – переменная лучшего решения 

(ЧД) в пространстве поиска; rand  – случайное 
число в интервале [0,1]. 

После перемещения к ЧД звезда может до-
стичь точки, при которой ее пригодность (т. е. 
значение целевой функции) становится лучше, 
чем у ЧД. В таком случае ЧД и данная звезда ме-
няются местами, после чего алгоритм продолжит 
работу уже с новой ЧД. 

Кроме того, в процессе перемещения звезда 
может пересечь горизонт событий и будет погло-
щена черной дырой. При этом она заменяется на 
новую ЧД случайным образом. Следовательно, 
размер популяции остается неизменным.  

Радиус горизонта события рассчитывается 

следующим образом: BH
1

,
N

i
i

R f f


   где BHf  – 

пригодность черной дыры; if  – пригодность i-го 
решения. 

Звезда поглощается черной дырой, когда рас-
стояние между ними меньше, чем радиус гори-
зонта события. В публикациях расстояние опре-
деляется по-разному – например, евклидово рас-
стояние либо же иная разновидность векторного 
расстояния. Однако в рамках задачи покрытия 
множества звезды имеют вид двоичных векторов, 
т. е. векторные расстояния > 1. При этом радиус 

горизонта событий ограничен в пределах 10, .
N

 
  

 

Иногда используют другое соотношение для 
определения факта пересечения горизонта собы-
тия:  BH , 0,1 ,if f sR s    где s – дополни-

тельный параметр для настройки [34]. 
Временная сложность алгоритма BHA такая 

же, как в алгоритме светлячка. 

Метаэвристики на основе эволюции. Гене-
тический алгоритм (GA). Генетические алгорит-
мы вероятностного характера, основанные на 
правилах естественного отбора и наследования, 
были предложены Джоном Холландом (Jonn Hol-
land) в 1975 г. Новый алгоритм получил название 
«репродуктивный план Холланда» [35]. Идеи 
Холланда развили его ученики Кеннет Де Йонг 
(Kennet De Jong) и Дэвид Е. Голдберг (David E. 
Goldberg). Благодаря им был создан классический 
генетический алгоритм (именно алгоритм Голд-
берга и получил название «генетический алго-
ритм») [36]. 

Рассмотрим основные понятия, применяемые 
в генетических алгоритмах [37]. 

Особь (генетический код, индивидуум) – век-
тор (или строка) чисел (обычно бинарная строка 
из нулей и единиц. 

Расстояние – расстояние по Хеммингу между 
бинарными особями. 

Кроссинговер – операция, при которой две 
особи обмениваются своими частями. 

Мутация – случайное изменение одной или 
нескольких позиций в особи. 

Популяция – совокупность особей. 
Пригодность (приспособленность) – критерий 

или функция, экстремум которой следует найти. 
Терминология генетических алгоритмов 

представляет собой синтез собственно генетиче-
ских и искусственных понятий.  

Сущность любого генетического алгоритма 
заключается в выполнении следующих шагов: 

 заполнение начальной популяции; 
 выбор родителей; 
 скрещивание (кроссинговер); 
 мутация; 
 замещение худшей особи; 
 повторение заданного числа шагов начиная 

с выбора родителей (или при схождении популя-
ции). 

Схождением называется такое состояние по-
пуляции, при котором перестают появляться но-
вые особи. В такой ситуации кроссинговер и му-
тация не изменяют популяции, поскольку созда-
ваемые потомки либо совпадают с особями из 
популяции, либо вымирают, так как имеют мень-
шую приспособленность, чем минимальная при-
способленность в популяции. 

Даже на самом первом этапе имеется большая 
свобода в выборе алгоритма формирования на-
чальной популяции, от которой зависит конечный 
результат генетического алгоритма.  
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Во-первых, нужно задать размер популяции. 
Если популяция маленькая, то алгоритм быстро 
сходится, но качество решения таблицы покры-
тия, скорее всего, будет далеко от минимального, 
и ничего не остается, как экспериментально по-
добрать размер популяции под максимально до-
пустимое время схождения. 

Во-вторых, попробовать различные варианты 
алгоритма формирования начальной популяции, 
экспериментально оценивая каждый из них. На 
взгляд авторов, при применении генетического 
алгоритма для решения задачи покрытия множе-
ства заслуживает внимания следующий подход к 
формированию начальной популяции: 

 найти решение таблицы покрытия каким-
либо «жадным» алгоритмом и включить это ре-
шение в начальную популяцию (первая особь); 

 при формировании очередной особи 1 2r  
строк выбирать случайным образом (с равной 
вероятностью) из множества строк таблицы по-
крытия, где r1  число строк в решении «жад-
ным» алгоритмом (число единиц в первой особи); 

 для определения остальных строк исполь-
зовать оператор осуществимости, псевдокод ко-
торого приведен ранее (или его модификацию с 
эвристикой «жадного» алгоритма, который ис-
пользовался для определения первой особи). 

Такой подход позволяет разбросать особи 
начальной популяции по всему пространству 
возможных особей, увеличивая вероятность 
нахождения оптимального или близкого к опти-
мальному решения, в процессе отбора локальных 
экстремумов. 

Рассмотрим следующий шаг генетического ал-
горитма – выбор родителей. Панмиксия – самый 
простой оператор отбора. В соответствии с ним 
каждому члену популяции сопоставляется случай-
ное целое число на отрезке  1; ,n  где n – количе-
ство особей в популяции. Будем рассматривать эти 
числа как номера второй особи, которая примет 
участие в скрещивании. При таком выборе какие-
то из членов популяции не будут участвовать в 
процессе размножения, так как образуют пару са-
ми с собой. Какие-то члены популяции примут 
участие в процессе воспроизводства неоднократно 
с различными особями популяции. Использование 
панмиксии предполагает, что процесс изменения 
популяции состоит из смены поколений. 

Инбридинг такой способ отбора, когда первый 
родитель выбирается случайным образом, а второй 
родитель – член популяции, ближайший к первому 
(минимальное расстояние по Хеммингу). 

При аутбридинге также используется понятие 
схожести особей. Однако теперь брачные пары 
формируются из максимально далеких особей. 

Инбридинг и аутбридинг по-разному влияют 
на поведение генетического алгоритма. Инбри-
динг характерен поиском в локальных узлах, что 
приводит к разбиению популяции на отдельные 
локальные группы. Аутбридинг же направлен на 
предупреждение сходимости алгоритма к уже 
найденным решениям, заставляя алгоритм про-
сматривать новые, неисследованные области. 

Инбридинг и аутбридинг связаны увеличени-
ем сложности вычислений, так как нужно опре-
делять расстояние между особями. На наш 
взгляд, для решения задачи покрытия множества 
больше подходит случайный выбор родителей. 
При этом можно не использовать равновероятный 
выбор, а сделать вероятность выбора особи зави-
сящей от значения ее функции пригодности. 

Ряд авторов предлагают более изощренные спо-
собы селекции, преимущества которых не очевид-
ны. Также кажется искусственным разбиение раз-
вития популяции на поколения. Достаточно в каче-
стве параметра генетического алгоритма использо-
вать максимальное количество скрещиваний. А еще 
лучше использовать для завершения работы алго-
ритма индикатор схождения популяции. 

Оператор рекомбинации применяют сразу по-
сле оператора отбора родителей для получения но-
вых особей-потомков. Смысл рекомбинации состо-
ит в том, что созданные потомки должны наследо-
вать генную информацию от обоих родителей. Раз-
личают дискретную рекомбинацию и кроссинговер. 
Так как дискретная рекомбинация применяется к 
особям с вещественными генами, то она не подхо-
дит к решению задачи покрытия множества. 

Рассмотрим рекомбинацию бинарных строк, 
которую называют кроссинговером или скрещи-
ванием. Одноточечный кроссинговер заключается 
в том, что случайным образом определяется точка 
разрыва внутри особи, в которой они делятся на 
две части и обмениваются ими. В двухточечном 
кроссинговере (многоточечном) особи рассмат-
риваются как циклы, которые формируются со-
единением концов особи вместе. Для замены сег-
ментов одного цикла сегментом другого цикла 
требуется выбор двух точек разреза. При исполь-
зовании однородного кроссинговера создается 
маска кроссинговера. Обычно это строка из 0 и 1, 
размерность которой совпадает с размерностью 
особей. Гены маски разыгрываются как случай-
ные двоичные числа (равновероятные). Согласно 
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значениям маски, геном потомка становится ген 
первой (если ген маски равен 0) или второй (если 
ген маски равен 1) особи-родителя. В триадном 
кроссинговере после отбора пары родителей из 
остальных членов популяции случайным образом 
выбирается особь, которую используют в качестве 
маски. Причем определенный процент генов маски 
мутируют. Существует целый ряд более сложных 
кроссинговеров: перестановочный кроссинговер, 
кроссинговер с уменьшением замены и т. п. 

Нетрудно заметить, что список возможных 
кроссинговеров настолько велик, что порождает 
целое множество разновидностей генетических 
алгоритмов. На наш взгляд, не стоит отвлекаться на 
выбор типа кроссинговера при использовании гене-
тического алгоритма для решения задачи покрытия 
множества. Наиболее подходящим кроссинговером 
для этого видится однородный. 

После процесса воспроизводства, как правило, 
выполняют мутацию. Данный оператор необходим 
для «выбивания» популяции из локального экстре-
мума с целью предупреждения преждевременной 
сходимости. Это обеспечивается тем, что изменяет-
ся случайно выбранный ген особи. Как и кроссин-
говер, мутации могут проводиться не по одной, а по 
нескольким случайным точкам. Вероятность мута-
ции может быть или фиксированным случайным 
числом на отрезке [0, 1] или функцией от какой-
либо характеристики решаемой задачи или текущей 
популяции особей. 

Для создания новой популяции можно ис-
пользовать различные методы отбора особей: от-
бор усечением, элитарный отбор (с использова-
нием промежуточной популяции), отбор вытес-
нением, метод Больцмана (метод отжига) и т. п. 

Мы рекомендуем для решения задачи покры-
тия множества отказаться от использования ме-
тафоры «поколения». После мутации и выполне-
ния оператора осуществимости вычислить значе-
ние функции пригодности для особей-потомков, 
которые не совпадают с особями текущей попу-
ляции (все особи в популяции должны отличаться 
друг от друга). Особь-потомок вытесняет особь с 
худшим значением функции пригодности, если ее 
функция пригодности лучше. При решении не-
взвешенной задачи покрытия функция пригодно-
сти – это число единиц в особи (число строк в 
решении ТП), поэтому почти всегда будет не одна 
худшая особь, а подмножество худших особей. 
Для вытеснения равновероятно выбирается лю-
бая из таких особей. 

Следует отметить, что генетические алгорит-
мы – это целый класс алгоритмов, предназначен-
ных для решения разнообразных задач, а именно: 

 канонический генетический алгоритм; 
 гибридный алгоритм; 
 алгоритмы с нефиксированным размером 

популяции; 
 параллельные алгоритмы и т. д. 
Канонический алгоритм – это алгоритм 

Д. Холланда, развитый его учениками. 
Идея гибридных алгоритмов заключается в 

сочетании генетического алгоритма с другим, не 
генетическим методом поиска, подходящим к 
рассматриваемой задаче. Сгенерированные по-
томки оптимизируются выбранным методом и 
только затем проверяется возможность их вклю-
чения в популяцию. Известно, что генетический 
алгоритм способен быстро найти во всей области 
поиска хорошие решения, но имеются трудности 
в получении наилучших из них. Обычный опти-
мизационный метод может быстро достичь ло-
кального максимума, но не может найти глобаль-
ный. Сочетание двух алгоритмов позволяет ис-
пользовать преимущества обоих. 

В генетическом алгоритме с нефиксирован-
ным размером популяции каждой особи припи-
сывается максимальный возраст (число поколе-
ний, через которые она погибает). Возраст каж-
дой особи индивидуален и зависит от ее приспо-
собленности. В каждом поколении создается 
дополнительная популяция из потомков. Из ос-
новной популяции удаляются те особи, срок жиз-
ни которых истек, и добавляются потомки из 
промежуточной популяции. 

Генетические алгоритмы применяются и при 
параллельных вычислениях. При этом формируется 
несколько живущих отдельно популяций. На этапе 
формирования нового поколения по определенному 
правилу отбираются особи из разных популяций. 

Одна из серьезных проблем, возникающих при 
использовании генетических алгоритмов, – прежде-
временная сходимость. Обычно используют следу-
ющие пути устранения преждевременной сходимо-
сти: увеличение размера популяции, применение 
самоадаптирующихся генетических алгоритмов и 
создание «банка» заменяемых особей. 

В первом случае с увеличением размера по-
пуляции в ней растет многообразие генотипа, од-
нако, с другой стороны, увеличивается размер 
требуемой памяти и время работы алгоритма. 
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Более эффективен второй способ. Самоадап-
тация заключается в изменении вероятности му-
таций в зависимости от свойств текущей популя-
ции. 

В третьем подходе создается массив для со-
хранения особей, генотип которых был утерян 
при формировании новых поколений, и времена-
ми эти особи добавляются в популяцию. 

Дифференциальная эволюция. Популяцион-
ный алгоритм оптимизации, основанный на 
принципах эволюции и на работе с веществен-
ными числами. Алгоритм базируется: на популя-
ционном подходе; механизмах мутации; операци-
ях кроссовера; отбора лучших решений. Компо-
ненты алгоритма: популяции и операторы эволю-
ции. Популяция – это набор потенциальных 
решений. Дня нее используется случайная ини-
циализация с вещественными значениями пара-
метров. К операторам эволюции относятся: мута-
ция; кроссовер; селекция. В отличие от генетиче-
ских алгоритмов, дифференциальная эволюция 
работает не с дискретными структурами (хромо-
сомами), а с векторными операциями и веще-
ственными числами. 

Процесс оптимизации состоит из генерации 
пробных векторов; оценки целевой функции; об-
новления популяции и проверки условий покрытия. 

Мутация выполняется по формуле: 
1i rx v  

 2 3
.r rF x x   Вектор iv  – это промежуточное 

решение, которое генерируется в процессе мута-
ции и служит основой для последующего кроссове-
ра в алгоритме дифференциальной эволюции. 
В процессе создания промежуточного решения бе-
рется базовый вектор, к нему добавляется разность 
между двумя другими векторами популяции и ре-
зультат масштабируется коэффициентом F. 

Пусть  1 2, , ..., ,nv v vV  где 1iv   – множе-

ство iS  включено в решение, в противном случае 
0.iv   

Кроссовер – это ключевой этап в алгоритме 
DE, который определяет, как будет формировать-
ся пробный вектор на основе базового и мутиро-
ванного векторов. Базовая формула кроссовера: 

rnd, если rand или

, иначе
ij ij j

ij

u v CR j

x

   
 
  

, где ,iju  

,ijv  ijx  – элементы пробного, мутированного, 

базового векторов; CR – коэффициент кроссовера; 
rndj  – случайно выбранный индекс. rndj  предот-

вращает преждевременную сходимость (гарантиру-
ет попадание хотя бы одного элемента из v). 

Эволюционное программирование. Метод эво-
люционных вычислений, основанный на принципах 
естественного отбора и адаптации, применяемый 
для решения сложных оптимизационных задач [38]. 
Компоненты алгоритма: представление решения и 
операторов эволюции. 

В представлении решения используются: век-
торы действительных чисел, бинарное кодирова-
ние, специальные структуры данных для покры-
тия. Векторы действительных чисел предназна-
чены для кодирования вероятностей включения 
элементов; представления весов подмножеств; 
оценки качества покрытия. Специальные струк-
туры данных – это способы организации инфор-
мации, оптимизированные для эффективного ре-
шения задачи покрытия множества (матрицы по-
крытия, списки смежности, деревья покрытий). 
Матрица покрытия позволяет эффективно прове-
рять полноту покрытия. Списки смежности эф-
фективны при динамических изменениях. Дере-
вья покрытия поддерживают операции объедине-
ния и пересечения. 

Различают следующие операторы эволюции: 
мутация, селекция, адаптация параметров. Это 
очень похоже на алгоритм дифференциальной эво-
люции, но эволюционное программирование сосре-
доточено на принципах естественного отбора, фо-
кусируется на эволюции программ (стратегий) и 
использует более общие эволюционные механизмы. 

Эволюционная стратегия. Метод эволюцион-
ных вычислений, основанный на принципах есте-
ственного отбора и адаптации, специально адапти-
рованный для решения задачи покрытия множества. 
Компоненты алгоритма: представление решения и 
параметры стратегии. 

В представлении решения используются: веще-
ственные числа для кодирования; вероятности 
включения элементов; векторное представление 
подмножеств. Параметры стратегии: размер попу-
ляции; параметры мутации и отбора. В алгоритме 
применяется бинаризация решений для получения 
окончательного покрытия и адаптивное кодирова-
ние параметров. Отличается от алгоритма эволюци-
онного программирования тем, что фокусируется на 
оптимизации непрерывных параметров и использу-
ет самоадаптацию параметров мутации. 

Генетическое программирование (ГП). Метод 
эволюционных вычислений, который использует 
принципы естественного отбора для автоматиче-
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ского создания компьютерных программ или вы-
ражений, способных решать задачу покрытия 
множества [39]. Компоненты алгоритма: пред-
ставление решения и операторы ГП. 

В представлении решения используются: де-
ревья выражений; программы как иерархические 
структуры и кодирование стратегий покрытия. 
Операторы ГП это: кроссовер и мутация деревь-
ев; репликация успешных решений. Кодирование 
решений заключается в представлении подмно-
жеств как узлов дерева, использовании логиче-
ских операций и условий покрытия. 

Инкрементальное обучение на основе веро-
ятности. Для задачи покрытия множества пред-
полагает постепенное построение решения через 
обновление вероятностей выбора элементов в 
покрытии на основе накопленного опыта. Ключе-
вые механизмы алгоритма следующие: вероят-
ностная модель элементов (каждому элементу 
универсума присваивается вероятность включе-
ния в покрытие, вероятности инициализируются 
равномерно или эвристически); инкрементальное 
обновление вероятностей и элементы выбирают-
ся вероятностно на каждом шаге.  

Формула инкрементального обновления: 
     61 reward baseline indicator,i iP t P t       

где 6  – скорость обучения 5;  reward – оценка 
полезности элемента; baseline – средний уровень 
полезности; indicator – индикатор использования 
элемента. 

К сожалению, не удалось найти научные ра-
боты, которые бы непосредственно описывали 
применение инкрементального обучения на осно-
ве вероятности для решения задачи покрытия 
множества. На наш взгляд, идеи метода перспек-
тивны для применения в решении задачи покры-
тия множества. 

Метаэвристики, основанные на человеке. 
Империалистический алгоритм конкуренции. Ме-
таэвристический алгоритм оптимизации, вдох-
новленный процессами конкуренции между им-
периями [40]. Каждая империя представляет со-
бой возможное решение задачи. Колонии – это 
варианты решений, которые могут быть улучше-
ны. Империи конкурируют друг с другом, погло-
щая слабые колонии и улучшая свои решения. 
Процесс продолжается до достижения оптималь-
ного или близкого к оптимальному решения. 

Применение алгоритма к покрытию множе-
ства состоит в следующем: 

 каждая империя представляет собой набор 
подмножеств, покрывающих элементы множества; 

 алгоритм оценивает качество покрытия 
(например, по количеству использованных под-
множеств); 

 слабые империи и колонии устраняются, а 
сильные – развиваются, что позволяет находить 
оптимальное покрытие. 

Компоненты алгоритма: начальные страны 
(случайные решения в пространстве поиска зада-
чи оптимизации) и империи, состоящие из импе-
риалистического государства (лучшее решение) и 
колоний (остальные решения группы). 

Инициализация алгоритма заключается в ге-
нерации случайных начальных решений, оценке 
их с помощью целевой функции и формировании 
начальных империй. Основной цикл работы алго-
ритма содержит: 

 ассимиляцию (движение колоний к импери-
алистическому государству); 

 революцию (случайные изменения характе-
ристик некоторых стран); 

 конкуренцию (борьба империй за колонии) 
и обмен позициями между колонией и империа-
листическим государством. 

Ассимиляция приближает колонии к империа-
листическому государству, улучшая решения «за-
имствованием» характеристик. Революция – это 
внезапные случайные изменения стран, позволяю-
щие избежать локальных оптимумов. Империали-
стическая конкуренция заключается в захвате силь-
ными империями колоний слабых империй, что 
обеспечивает глобальный поиск решений. 

Алгоритм формирования человеческих групп. 
Метаэвристический алгоритм оптимизации, 
вдохновленный процессами формирования соци-
альных групп. Компоненты алгоритма: 

 индивиды (потенциальные решения задачи); 
 группы (объединение индивидов со схожи-

ми характеристиками); 
 лидеры групп (лучшие решения в каждой 

группе); 
 социальные связи (взаимодействие между 

индивидами). 
Инициализация заключается в создании 

начальной популяции решений, формировании 
случайных групп и определении лидеров групп 
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(на основе оценки качества решения). Процесс 
оптимизации состоит из обмена информацией 
между членами группы; обучения у лидеров 
групп; перемещения между группами и формиро-
вания новых групп. 

Алгоритм оптимизации, основанный на про-
цессе преподавания и обучения [41]. Компоненты 
алгоритма: индивиды (потенциальные решения 
задачи); группы (объединение индивидов со схо-
жими характеристиками); лидеры групп (лучшие 
решения в каждой группе); социальные связи 
(взаимодействие между индивидами). Компонен-
ты алгоритма: учителя (лучшие решения в попу-
ляции); студенты (остальные решения); процесс 
обучения (обмен знаниями между участниками); 
фазы алгоритма (фаза преподавания, фаза обуче-
ния). В процессе оптимизации выполняется пе-
риодическая переоценка учителей. 

Алгоритм оптимизации, вдохновленный стра-
тегией и тактикой игры в футбол. Основные 
компоненты алгоритма: игроки (потенциальные 
решения задачи); команды (группы решений со 
схожими характеристиками); поле (пространство 
поиска решений); мяч (целевая функция оптими-
зации). При инициализации алгоритма создается 
начальная популяция «игроков», формируются 
«команды» решений и распределяются роли меж-
ду участниками. В процессе оптимизации ис-
пользуются: атака (поиск новых решений); защи-
та (сохранение лучших решений); передачи (об-
мен информации между игроками); тактические 
маневры (улучшение решений). Стратегия атаки 
направлена на расширение покрытия. Стратегия 
защиты обеспечивает качество покрытия. Команд-
ная работа – синхронизация решений. Роли игро-
ков: форварды (поиск новых решений); полузащит-
ники (оптимизация существующих решений); за-
щитники (сохранение лучших решений). Тактиче-
ские элементы: пасы (обмен информацией между 
решениями); дриблинг (локальная оптимизация); 
удары по воротам (проверка целевых функций). 

Метаэвристики на основе единичных дан-
ных. Имитация отжига. Это стохастический 
алгоритм оптимизации, основанный на физиче-
ском процессе отжига металлов [42]. Физический 
аналог – процесс кристаллизации металлов при 
постепенном охлаждении. Математическая мо-
дель – вероятностный поиск оптимума с возмож-
ностью выхода из локальных минимумов. Компо-

ненты алгоритма: начальное решение (произволь-
ное покрытие множества); температура системы 
(управляющий параметр алгоритма); оператор из-
менения (механизм генерации новых покрытий). 

При инициализации алгоритма выполняется 
генерация начального покрытия, установка 
начальной температуры и определение парамет-
ров охлаждения. Начальная температура – крити-
чески важный параметр алгоритма. Она опреде-
ляет степень исследовательской способности ал-
горитма в начале работы, вероятность принятия 
худших решений и эффективность выхода из ло-
кальных оптимумов. Для определения начальной 
температуры используют эмпирический или ана-
литический подход. Формула охлаждения влияет 
на скорость сходимости алгоритма, качество по-
лучаемого решения и время работы алгоритма. 
Применяют охлаждения: экспоненциальное, ли-
нейное и логарифмическое. 

Генерация нового состояния происходит следу-
ющим образом: новое решение генерируется на 
основе текущего; процесс носит случайный харак-
тер; изменение зависит от температуры. 

Поиск табу. Метаэвристический метод оп-
тимизации, использующий список табу (память о 
недавних изменениях) [43]. При инициализации 
алгоритма поиска с запретами выполняются сле-
дующие действия: создается пустое множество 
табу-списка ()  0Tabu ;i    выбирается началь-

ное решение 0 ;i  устанавливаются основные па-
раметры алгоритма. Процесс инициализации 
включает: определение начальной длины списка 
запретов  1 0 ;   установку правил формирова-

ния запретов; задание критериев обновления 
списка. Запрет накладывается на элементы, кото-
рые менялись в последних 1 шагах. При 1 = 0 
получается стандартный локальный спуск. 

Основной процесс алгоритма состоит из ге-
нерации соседних решений (добавление, удале-
ние, замена подмножеств); оценки качества но-
вых покрытий; выбор лучшего допустимого ре-
шения и обновления списка табу. Соседнее реше-
ние – это альтернативное решение, получаемое из 
текущего внесением определенных изменений, 
при этом оставаясь в пределах допустимого про-
странства поиска. Основные типы генерации: из-
менение отдельных элементов; перестановка эле-
ментов; замена компонентов; добавление/удале-
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ние элементов. Процесс генерации включает: вы-
бор базового решения (определение текущего 
состояния, анализ допустимых изменений, учет 
ограничений задачи); формирование окрестности 
(создание множества возможных изменений, про-
верка на соответствие ограничениям, оценка до-
пустимости преобразований); отбор кандидатов 
(исключение запрещенных решений, учет списка 
табу, проверка на уникальность). 

Управляемый локальный поиск. Метаэври-
стический метод, который модифицирует стан-
дартный локальный поиск посредством введения 
системы штрафов для выхода из локальных оп-
тимумов [44]. Компоненты алгоритма: целевая 
функция с модифицированным штрафом 

    2 6
1

( )
i m

i i
i

g x I x p



     и параметры управ-

ления (2 – интенсивность поиска, 6 – коэффи-
циент балансировки штрафов, pi – штраф за свой-
ство i). 

 iI x  – это индикаторная функция, которая 
отражает наличие определенных свойств или ха-
рактеристик в решении. В контексте задачи по-
крытия множеств она может отражать: наличие 
избыточных подмножеств; недостаточное покры-
тие определенных элементов; часто встречающи-
еся конфигурации. Система штрафов позволяет 
избегать попадания в локальные оптимумы; ис-
следовать новые области поиска; контролировать 
качество получаемых решений; адаптивно на-
страивать процесс оптимизации. 

Для простых задач можно использовать ите-
рационный локальный или стохастический ло-
кальный поиск. Существенным недостатком ал-
горитма итерационного локального поиска явля-
ется отсутствие выхода из тупиковых ситуаций, 
что приводит к риску застревания в локальных 
оптимумах. В алгоритме стохастического ло-
кального поиска решения, как правило, имеют 
низкое качество. 

Жадная рандомизированная процедура 
адаптивного поиска. Метаэвристический алго-
ритм для решения задач комбинаторной оптими-
зации, включая задачу покрытия множества [45]. 
Компоненты алгоритма: итеративный процесс 
построения решений; рандомизированное жадное 
построение; локальный поиск для улучшения ре-
шений; ограниченный список кандидатов. 

Суть рандомизированного жадного построе-
ния заключается в гибридном методе создания 
решений, который сочетает принципы жадной 
эвристики (выбор наилучших элементов на каж-
дом шаге, локально-оптимальные решения, по-
следовательное улучшение) с элементами слу-
чайности (случайный выбор среди хороших ре-
шений, ограниченный список кандидатов). Огра-
ниченный список кандидатов обеспечивает 
баланс жадности и случайности, а также контро-
лирует разнообразие решений. 

Заключение. В данной статье был проведен 
обзор метаэвристических алгоритмов решения 
NP-трудной задачи покрытия множества. Анализ 
показал, что существует большое разнообразие 
таких алгоритмов, причем каждая метаэвристика 
представляет собой не конкретный алгоритм, а 
порождает целое множество алгоритмов в зави-
симости от значений параметров алгоритма и ха-
рактеристик его частей. 

Эта черта метаэвристических алгоритмов за-
трудняет сравнение алгоритмов между собой. 
Поэтому остается актуальной задача автоматиче-
ской генерации таблиц покрытия, на которых 
можно будет проводить экспериментальное срав-
нение алгоритмов. Основная проблема автомати-
ческой генерации таблиц покрытий заключается в 
том, чтобы параметры генератора позволяли 
навести порядок в их бесконечном множестве. 

К современным тенденциям следует отнести 
разработку гибридных алгоритмов, сочетающих 
идеи разных метаэвристик, а также применение 
методов машинного обучения для подбора эф-
фективного алгоритма (включая его параметры) 
при решении конкретных экземпляров задачи 
покрытия множества. 
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