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Аннотация. Рассматривается аналитическое решение задачи определения эффективной магнитной прони-
цаемости суспензии магнитных частиц в немагнитной жидкости. Предложен алгоритм для определения эф-
фективности магнитной проницаемости суспензии магнитных частиц. Рассчитана эффективная магнитная 
проницаемость суспензии магнитных частиц FeSO4 + Fe(SO4)3, покрытых слоем липосом. Показано, что отно-

сительная эффективная магнитная проницаемость суспензии магнитных частиц быстро уменьшается при 
увеличении расстояния между частицами. Максимальная магнитная проницаемость суспензии может в 17 раз 
превышать магнитную проницаемость частиц, однако уже при отношении расстояния между частицами к 
диаметру этих частиц, равном 4, магнитная проницаемость частиц не влияет на эффективную магнитную 
проницаемость суспензии магнитных наночастиц. 
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Abstract. The issues of the hyperthermia method is primarily associated with attempts to concentrate the elec-
tromagnetic field, which has a heating effect, in the area of influence using an introduced suspension of magnetic 
nanoparticles. These particles are concentrated using a magnetic field in the desired area and then heated by an 
alternating electromagnetic field, thereby heating the body tissue to provide a therapeutic effect. To determine 
the heating temperature and its connection with the parameters of the acting electromagnetic field, it is necessary 
to know the electromagnetic parameters of the heated medium, namely the body tissues and the introduced sus-
pension of magnetic particles. First of all, it is necessary to determine such suspension parameters as effective 
magnetic permeability and effective conductivity. This work is devoted to the analytical solution of the problem of 
determining the effective magnetic permeability of a suspension of magnetic particles in a liquid. 
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Аналитический расчет значения магнит-
ной проницаемости суспензии магнитных ча-
стиц в жидкости. Локальный нагрев внутренних 
областей организмов возможен только с исполь-
зованием концентраторов электромагнитного по-
ля (ЭМП) [1]. В случае магнитной гипертермии 
(ГТ) в качестве концентраторов используют маг-
нитные наночастицы (МНЧ), заключенные в обо-
лочку из поверхностно-активных веществ (ПАВ). 
При этом размер отдельных наночастиц таков, 
что для их нагрева требуются частоты в несколько 
гигагерц, которые эффективно поглощаются тканя-
ми организмов. Поэтому во всех случаях примене-
ния магнитной ГТ в качестве первого этапа преду-
сматривается концентрация МНЧ в требуемой об-
ласти, для чего используют постоянные магниты. 
После концентрации МНЧ область с ними нагрева-
ют переменным магнитным полем [2].  

В большинстве исследований сейчас частоту (f) 
ЭМП выбирают экспериментально по максималь-
ной скорости нагрева, которая контролируется дат-
чиком температуры, расположенным вблизи области 
нагрева [3]. При этом частоты у разных исследова-
телей отличаются в разы и ограничиваются крите-
рием Брезовича [3]–[5]. Этот критерий определяет 
максимальное значение произведения напряженно-
сти магнитного поля (МП) на его частоту, которое не 
оказывает негативного влияния на ткани тела. 

В то же время, для эффективного нагрева пе-
ременным магнитным полем необходимо выбрать 
его частоту такой, чтобы глубина проникновения 
∆ в нагреваемую ткань была сравнима с линей-
ным размером области, где сконцентрированы 

магнитные частицы ( 1~ d ) [6]. Для определения 
глубины проникновения можно использовать 
формулу [6] 

отн
503 ,

f


 


 

где ρ – удельное сопротивление среды; отн  – 
относительная магнитная проницаемость среды. 
Таким образом, на значение частоты переменного 
МП влияют геометрические размеры области 
концентрации МНЧ (d1), удельное сопротивление 
и относительная магнитная проницаемость сус-
пензии, которая заполняет эту область [7]. 

Задача определения значения относительной 
магнитной проницаемости суспензии магнитных 
частиц в немагнитной жидкости (которую в даль-
нейшем будем называть эффективной МП – эф ) 

можно решить аналитически, введя допущения о 
равномерном распределении этих частиц по объ-
ему и о линейности поставленной задачи. По-
скольку в исследуемой области нет токов, для 
решения удобно использовать понятие магнитно-
го потенциала UM. Разобьем исследуемую об-
ласть с магнитной проницаемость среды е  на 
отдельные кубические элементы с характерным 
размером D, в центре которых помещена магнит-
ная шарообразная частица диаметром d (рис. 1) с 
магнитной проницаемостью i .  

Традиционно концентрацию задают как от-
ношение общей массы частиц m к объему жидко-
сти V, в которой они распределены. Для проведе-

Рис. 1. Магнитная шарообразная частица 
Fig. 1. Magnetic spherical particle 
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ния расчетов распределения магнитного поля 
необходимо перейти от концентрации частиц к 
среднему расстоянию между ними при известном 
диаметре каждой частицы. Общую массу частиц 
можно представить как 

ч ч ч ,m m N V N    

где mч – масса одной частицы; N – количество 
частиц в объеме жидкости V; ρч – средняя плот-

ность частицы; 
3

ч 6
dV 

  – объем частицы. Объ-

ем жидкости равен суммарному количеству эле-
ментов, на которые мы его разбили: V = ND3. 

Тогда 

3
ч

3 ;
6

dm
V D

 
  

ч3
6

VD d
m


 . 

Магнитная проницаемость среды – e , ча-

стицы – i . Эффективная магнитная проводи-

мость G  каждого из кубических элементов, со-

держащих одну наночастицу, равна отношению 
потока магнитной индукции через поперечную 
грань элемента к разности потенциалов напря-
женности магнитного поля между поперечными 

гранями ( М
0

D
U dl   H ): 

 
0

.
D

e
s

G ds dl   H H  (1) 

Эффективная магнитная проницаемость эле-
мента связана с его проводимостью соотношением 

эф
0

,
G l
S
   

где l – длина элемента; S0 – площадь его попереч-
ного сечения. Для кубического элемента 

эф .
G
D
   

Исходя из (1), для определения эффективной 
магнитной проницаемости элемента необходимо 
знать распределение потенциала и напряженности 
магнитного поля внутри кубического элемента. 

Разобьем задачу определения пространствен-
ного распределения напряженности магнитного 
поля на две отдельные подзадачи. Первая из них – 
определение напряженности МП в непосред-
ственной близости от шара с повышенной маг-
нитной проницаемостью, помещенного в одно-
родное магнитное поле.  

Так как основной элемент, искажающий рав-
номерное магнитное поле, – это шар, задачу 
удобно решать в сферических координатах  
( , ,r   ), принимая за точку отсчета центр шара 
(рис. 2). Поскольку задача симметрична относи-
тельно оси, ее можно рассматривать в двумерном 
приближении (r, θ). 

В случае если точка отсчета находится в 
начале координат, распределение потенциала од-
нородного магнитного поля можно найти следу-
ющим образом: М 0 0 cosθU z r   H H , где 
H0 – напряженность внешнего постоянного маг-
нитного поля. 

Распределение магнитного потенциала как 
внутри сферы, так и снаружи нее подчиняется 
уравнению Лапласа. 

Поставленная задача симметрична относи-
тельно направления напряженности электриче-

ского поля, т. е. М 0,
U




 и уравнение Лапласа 

необходимо решать в виде 

2 М М
2 2
1 1 sin 0.

sin

U Ur
r rr r
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Рис. 2. Частица в постоянном магнитном поле 
Fig. 2. Particle in a constant magnetic field 
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Решение подобного уравнения в общем виде 
выглядит следующим образом:  

 2
М 1 32 cos ,n

n n n
A

U A r A
r

     
 

 (2) 

где 1 2 3, ,n n nA A A  – постоянные интегрирования 
для среды n, которые необходимо найти для ре-
шения задачи. 

М 0,
U




 и уравнение Лапласа необходимо 

решать в виде 
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U Ur
r rr r

  
  

   
 

Решение подобного уравнения в общем виде 
выглядит следующим образом:  

2
М 1 32 cos .n

n n n
A

U A r A
r

     
 

 

Так как центр шара совпадает с точкой отсче-
та, т. е. r = 0, то iU = 0. Это возможно, только ко-
гда значения постоянных интегрирования 

2 3 0i iA A  . 
Таким образом, внутри шара напряжение 

М 1 cosi iU A r  . Поскольку постоянная A3 опре-
деляется точкой отсчета и, следовательно, одина-
кова для внешней и внутренней сред, то 

3 3 0i eA A  . 
При r   поле шара не оказывает влияния 

на начальное, равномерное распределение 
напряженности электрического поля, т. е. 

М 0 0( ) cos .U z r     H H  С другой стороны, 

при r   из (2): М 1 cose eU A r  , следователь-

но, 1 0eA  H . Таким образом, для определения 
поля во внешней среде можно записать:  

2
М 0 2 cos .e

e
A

U r
r

     
 

H  

Для определения постоянных интегрирования 

1iA  и 1eA  воспользуемся граничными условиями на 

поверхности шара. При 0 2,r r d   М М :i eU U  

 2
1 0 0 0 2

0
.e

i
A

A r r
r

  H  (3) 

Еще одно условие для границы двух материа-
лов – условие равенства нормальных составляю-
щих вектора магнитной индукции 

1 2n nB B  М Мi e
i e

U U
r r

 
  

 
 

или 

 2
1 0 3

0

2
.e

i i e
A

A Н
r

       
 

 (4) 

Решив совместно алгебраические уравнения 
(3) и (4), получим: 

3
0 0

2
( )

2
e i

e
i e

r
A

 


  
H

, 1 03
2

e
i

e i
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H . 

Таким образом, для нахождения распределе-
ния потенциалов внутри и снаружи шара получа-
ем систему уравнений 

М 0

3
0 0

М 0 2

3
cos ;

2

( )
cos .

( 2 )

e
i

e i

i e
e

i e

U r

r
U r

r

      
              

H

H
H

 

Распределение напряженности магнитного 
поля можно найти, продифференцировав магнит-
ное напряжение по координатам. Тогда нормаль-
ная составляющая напряженности (перпендику-
лярная поверхности шара)  

0
0 3

2 cos
cos ,n

K

r


   

H
H H  

где 
3( )

.
8(2 )

i e

e i

d
K

 


  
 При этом касательная со-

ставляющая  

0
0 3

sin
sin .

K
r


  

H
H H  

Вторую подзадачу о распределения магнитного 
потенциала в системе из двух объемов с одинако-
выми магнитными частицами внутри каждого из 
них удобнее решать в цилиндрических координа-
тах. При этом исследуемая область обладает осевой 
симметрией, и исследуемое напряжение будет зави-
сеть только от R и z (рис. 3). Переведем полученные 
значения напряженностей магнитного поля из сфе-
рической системы координат в цилиндрическую.  

Проекции нормальной и касательной состав-
ляющих напряженности МП на ось z равны: 

cos ,  sin .nz n z    H H H H  

Проекции нормальной и касательной состав-
ляющих напряженности МП на ось r – 

sin ,  cos .nr n r    H H H H  
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На одинаковом расстоянии от центров частиц 
(D/2) значения напряженностей МП будут равны 
друг другу. При этом составляющие вдоль оси R 
будут иметь противоположные направления, и их 
векторная сумма будет равна нулю.  

Составляющие по оси 0Z будут сонаправле-
ны, и их сумма будет равна 

( , ) 2( ( )cos ( )sin ).z nr r r    H H H  

Эта формула позволяет определить напря-
женность МП при любом расстоянии от центра 
окружности. Нас интересует значение на произ-
вольной точке поперечной грани, расположенной 
на расстоянии 0.5D от центра шара. На этой гра-

ни 
2cos cos

Dr 
 

 (рис. 4), т. е. интегрирование 

G  можно проводить только по углам в диапазо-

нах (–π/4, π/4). Для того чтобы найти изменения 
напряженности МП и магнитного потенциала на 
грани куба, необходимо учесть то, что они зави-
сят не только от θ, но и от φ (рис. 4). Учтем это, 

введя угол cos( , ) arctg
cos

       
. Для определения 

эффективной магнитной проницаемости необходи-
мо интегрировать произведение магнитной прони-
цаемости среды на нормальную составляющую 
напряженности МП на грани кубического элемента 
(рис. 1), перпендикулярного оси z: 

4 4

М
4 4

( , )
2cos cos

.
( , )

2cos cos

e
D

G d d
DU

 


  

         
      

 
H

 

Поскольку рассматривается изменение ЭМ 
параметров только в половине элемента, 

1 .
0.5
G

D
   

Частица, расположенная в непосредственной 
близости к первой (рис. 4), аналогичным образом 
влияет на параметры магнитного поля на исследуе-
мой грани. В результате эта частица вносит измене-
ние в потенциал и напряженность МП, а следова-
тельно, и в магнитную проницаемость элемента: 

 2 1.    (*) 

Результаты численных расчетов зависимости 
изменения магнитной проницаемости кубического 
элемента 1  со стороной D от появления в его цен-
тре частицы диаметром d с относительной магнит-
ной проницаемостью 1000 приведены на рис. 5. 

При относительной магнитной проницаемости 
частиц, равной 1000, и диаметре d = 150 нм магнит-
ная проницаемость имеет максимальное значение ≈5  
 

 

0 

D/2 

D 

θ 

φ 

z 

Рис. 4. Частица и границы рассматриваемой области 
Fig. 4. Particles and boundaries  
of the area under consideration  

 

1nH   

1H   

1H   

2nH   

2H   

2H   

1 2 

М 

r   

i   e   
i   

r   

Рис. 3. Магнитные частицы 
Fig. 3. Magnetic particles 
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в случае D/d = 1.1 (при соприкосновении частиц). 
Подобный характер зависимости связан с тем, что 
создаваемая вокруг частицы напряженность МП 
уменьшается обратно пропорционально третьей 
степени расстояния от нее (очень быстро).  
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Рис. 5. Эффективная магнитная проницаемость 

Fig. 5. Effective magnetic permeability 
 

При большом количестве частиц в суспензии 
необходимо учесть влияние на изменение маг-
нитной проницаемости в данной области искаже-
ния МП каждой из них. В частности, частицы, 
расположенные близко друг к другу, аналогично 
влияют на параметры магнитного поля на иссле-
дуемой грани, вносят изменения в потенциал и 
напряженность МП, а следовательно, и в магнит-
ную проницаемость элемента (см. (*)). 

Определить вклад в изменение магнитной 
проницаемости можно, проинтегрировав полу-
ченные выражения для потенциала и напряжен-
ности МП по всем частицам. Изменение магнит-
ной проводимости в исследуемой области за счет 
вклада окружающих эту область частиц можно 
найти по формуле 
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где n1 = X/D – относительное расстояние между 
частицами по оси 0Х, n2 = Z/D – относительное 
расстояние между частицами по оси 0Z (рис. 6); 

3
1

2

(0.5 )
arctg

(0.5 )
n D
n D


 


, n3 = Y/D – относительное 

расстояние между частицами по оси 0Y; 
1

1
2

(0.5 )arctg .
(0.5 )

n D
n D


 


 

Зависимость изменения магнитной проница-
емости в рассматриваемой ячейке от частиц, рас-
положенных на расстоянии X, Y и Z, можно найти 
по формуле 

2
1 2 1 2

0.5( , ) ( , )2 1.nn n G n n
D


     

Окончательно относительную магнитную 
проницаемость суспензии магнитных частиц 
можно определить, просуммировав ее изменение,  
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Рис. 6. Схема расположения частиц 
Fig. 6. Particle arrangement diagram 
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Рис. 7. Итоговая эффективная магнитная проницаемость  
суспензии магнитных частиц 

Fig. 7. The final effective magnetic permeability  
of a suspension of magnetic particles 
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которое вносят все частицы. Поскольку эти изме-
нения очень быстро стремятся к 0 (рис. 5), при 
суммировании мы ограничились значениями n = 
= 10 (суммирование влияния на 100 элементов 
изменяет ее значение менее, чем на 1 %): 

10 10
эф 1 2 1 2

1 1
2 ( , ).n n        

В формуле при суммировании учитывались 
только частицы, расположенные справа от иссле-
дуемой. Чтобы учесть частицы, расположенные 
слева, полученная сумма умножается на 2. Рассчи-
танные значения эффективной магнитной прони-
цаемости суспензии магнитных частиц в физрас-
творе в зависимости от приведенного расстояния 
между ними приведены на рис. 7. 

При расчетах учитывалось, что каждая магнит-
ная частица покрыта слоем липосом. При соприкос-

новении исследуемых частиц относительная маг-
нитная проницаемость их суспензии в немагнитной 
жидкости имеет значение порядка 12. При расстоя-
нии между частицами более трех их диаметров 
наличие частиц не оказывают влияния на эффектив-
ную магнитную проницаемость суспензии. 

Выводы. В данной статье предложен алгоритм 
определения зависимости эффективной магнитной 
проницаемости суспензии магнитных частиц.  

Проведены расчеты зависимости эффективной 
магнитной проницаемости суспензии МЧ FeSO4 + 

+ Fe(SO4)3, покрытых слоем липосом [8], [9]. 
Показано, что относительная эффективная 

магнитная проницаемость суспензии магнитных 
частиц быстро стремится к 1 при увеличении 
расстояния между частицами. 
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