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Аннотация. В статье исследовано распространение поперечной волны вертикальной и горизонтальной 
поляризации в слоистой среде с неоднородными граничными условиями при двух вариантах геометрии 
распространения волны относительно слоев структуры: параллельно и перпендикулярно слоям. Выведе-
ны дисперсионные уравнения для поперечной волны в рассматриваемых случаях распространения. Ре-
шены относительно волнового числа найденные дисперсионные уравнения для обнаружения зависимо-
стей эффективных скоростей поперечной волны вертикальной и горизонтальной поляризации от относи-
тельной толщины слоя и параметров материалов. Полученные зависимости используются в задачах 
нахождения физико-механических характеристик среды на основе акустических измерений. 
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Введение. Вопросы распространения упругих 
волн в твердых телах с внутренними деформаци-
ями имеют большое значение во многих при-
кладных областях: сейсмоакустика, геофизика, 
техника, неразрушающий контроль, структуро-
скопия и др. Задачи нахождения физических ха-
рактеристик неоднородных упругих слоистых 
сред в последнее время приобретают значимый 
характер [1]. В первую очередь, это связано с ак-
тивным использованием в практике новых функ-
ционально-градиентных и композиционных мате-
риалов, свойства которых непрерывно меняются 
по толщине [2], [3]. Поэтому определение пара-
метров материала и геометрической структуры 
слоистой среды стало задачей первостепенной 
важности. Нахождение характеристик слоистых 
материалов позволяет моделировать реальное 
поведение объектов с возможными неоднород-
ными свойствами, расширяет возможности созда-
ния и исследования новых материалов. С целью 
получения большей информации о свойствах и 
параметрах исследуемой среды необходимо про-
водить предызмерительные изыскания для полу-
чения максимально возможного количества упру-
гих и механических характеристик.  

Распространению волн в композитных и не-
однородных материалах посвящены многие пуб-
ликации в периодических изданиях [4]–[6]. Ана-
лиз распространения продольной волны в слои-
стой среде с неоднородными граничными усло-
виями на границах среды при различных 
направлениях распространения волны приведен в 
[7]. Рассмотрению распространения волн в слои-
стых средах также посвящены [8], [9], имеющие 
существенный недостаток в части решения дис-
персионного уравнения для продольной и попе-
речной волны, распространяющихся в однород-
ной и неоднородной слоистой среде. Недостаток 
заключается в неверном решении дисперсионного 
уравнения, а следовательно, и в получении не-
верного значения скорости волны, что в даль-
нейшем сопровождается отклонением упругих 
характеристик материала от истинных. Подтвер-
ждает это графическая зависимость скорости 
продольной и поперечной волн от относительной 
толщины слоя материала. При увеличении отно-
сительной толщины слоя материала слоистой сре-
ды значение скорости волны начинает убывать, что 
противоречит физическим представлениям о рас-
пространении объемных волн в неоднородных 
средах. Данное противоречие устранено авторами 
для продольной волны, распространяющейся в 
неоднородной среде в статьях [7], [10].  

Аналогично выше рассмотренному ранее 
случаю, в [11], [12] приведен вывод дисперсион-
ного уравнения для продольной и поперечной 
волн, распространяющихся в слоистой однород-
ной среде. Решение дисперсионных уравнений в 
этом случае дает верные графические зависимо-
сти скоростей продольной и поперечной волн от 
относительной толщины слоя материала. 

Поскольку эти результаты получены для двух 
крайних случаев контакта между слоями, то пред-
ставляет интерес их сравнения для оценки резуль-
татов при других видах контакта. В случае распро-
странения волны в однородной среде решение 
дисперсионного уравнения этой волны будет да-
вать истинное значение эффективной скорости. 
При наличии неоднородности в слоистой среде 
значение скорости распространяющейся волны 
начинает убывать за счет переотражений, погло-
щения, затухания, рассеяния энергии волны на 
структурных неоднородностях слоистой среды.  

В [13], [14] рассматривается распространение 
поперечной волны в слоистой неоднородной струк-
туре «сталь–сталь» с шероховатостью между приле-
гающими средами. Полученные результаты разнят-
ся с физическими представлениями о распростра-
нении волны в неоднородной среде, так как значе-
ния найденных скоростей не отражают правильных 
графических зависимостей от толщины слоя.  

Помимо неоднородности в виде расслоений, 
трещин, газовых включений и т. д. имеются тем-
пературные эффекты [15], эффекты, связанные с 
фильтрацией и фокусировкой [16], которые также 
влияют и на скорость распространения упругих 
волн в материале.  

В случае однозначной аналитической связи 
между параметрами волны и физико-механи-
ческими свойствами материала контролируемые 
упругие характеристики будут определяться с 
высокой степенью достоверности. При известных 
скоростях распространения продольной и попе-
речных волн контроля однозначным образом 
определяются модуль Юнга, коэффициент Пуас-
сона, модуль сдвига [17].  

Многообразие конструкционных материалов и 
сред, которые применяются в современной технике 
и производстве, чрезвычайно велико и имеет дол-
госрочную перспективу в развитии. Расширение 
типов применяемых в производстве материалов 
влечет за собой появление новых видов неодно-
родностей, обнаружение которых должно опирать-
ся на разработки новых средств ультразвукового 
контроля и совершенствования уже имеющихся.  
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Целью статьи является вывод дисперсионного 
уравнения для поперечных волн вертикальной и 
горизонтальной поляризации, распространяю-
щихся параллельно и перпендикулярно слоям 
среды с неоднородными граничными условиями. 
Таким образом, необходимо рассмотреть два слу-
чая геометрии распространения волн: поперечная 
волна с вертикальной и горизонтальной поляри-
зацией, распространяющаяся перпендикулярно 
слоям, и поперечная волна с вертикальной и го-
ризонтальной поляризацией, распространяющая-
ся параллельно слоям. В качестве неоднородной 
среды, использующейся для исследования, при-
нимаем микронеоднородную структуру «сталь–
графит» с граничными условиями, определяю-
щими неполную передачу составляющих упругих 
смещений при сохранении передачи упругих 
напряжений [18].  

Микронеоднородные слоистые среды пред-
ставляют собой слоистую структуру, состоящую из 
слоистой среды и включений, причем расстояние 
между включениями и их размеры много меньше 
длины волны, распространяющейся в этой среде 
[5], [19]. Слоистой средой называется среда, со-
стоящая из чередующихся слоев двух однородных 
и изотропных материалов. В случае рассмотрения 
слоистой среды «в среднем», т. е. когда слои 
структуры достаточно тонкие, причем условие 
тонкости слоев означает, что их толщины малы по 
сравнению с длинами волн сжатия и сдвига в ма-
териалах этих сред, то она рассматривается уже 
как однородная, но анизотропная, при этом такая 
среда называется мелкослоистой [9], [20].  

Описание модели неоднородной слоистой 
среды. Рассмотрим модель слоистой среды с че-
редующимися слоями толщиной a и b и парамет-
рами ρ, λ, μ – для первой среды, , ,ρ λ µ  – для 
второй среды (рис. 1). В качестве первой среды 
рассматриваем сталь, в качестве второй – графит. 
Общая толщина слоя принимается равной 1 мм, а 
частота ультразвука при моделировании процес-

сов определения скорости волны на основе аку-
стических измерений – 1 МГц. 

На рис. 1 ρ – плотность среды; λ, µ – парамет-
ры Лямэ. Аналогичные параметры для второй 
среды обозначаем с чертой сверху. 

Для описания упругого поведения модели 
слоистой среды, представленной на рис. 1 необ-
ходимо и достаточно задать пять упругих посто-
янных, т. е. данная модель является аналогом 
кристалла гексагональной симметрии. Однако 
среда с микротрещинами может быть описана с 
помощью эффективных динамических модулей 
упругости, расчет которых сложен и достигается 
на основе методов статистической механики [21] 
и метода самосогласованного поля [22].  

Волновое уравнение для поперечной волны, 
распространяющейся в слоистой среде имеет 
следующий вид:  

2

2 0, ‎‎t
t

t

∂
ρ − µ∆ξ =
∂

ξ  

где tξ  – вектор поперечного смещения; µ – мо-

дуль сдвига; grad div ( ‎).‎t t∆ξ = ξ  
Общее решение волнового уравнения для по-

перечной волны определим через специально вы-
бранные частные решения, которые разделены на 
две составляющие относительно середины слоев, 
а именно – косинусную (симметричную) и сину-
соидальную (несимметричную) часть [9].  

Для первого слоя модели слоистой среды, 
имеем следующий вид продольных и поперечных 
смещений в направлении оси x и z:  
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где i – мнимая единица; , lx lzξ ξ  – продольные, 
, tx tzξ ξ  – поперечные смещения в направлениях x 

и z соответственно; k – волновое число. Причем  
 

 
Рис. 1. Модель слоистой структуры 
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где A, B, C, D – пока неопределенные постоян-
ные; kl, kt – волновые числа продольной и попе-
речной волн соответственно.  

Выражения для компонент тензора механиче-
ских напряжений для первого слоя имеют следу-
ющий вид:  
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Аналогичные параметры во второй среде для 
уравнений (1)–(3) обозначаются с чертой сверху.  

Для описания поведения исследуемых волн 
на границах слоистой модели введем граничные 
условия для упругих смещений и механических 
напряжений. Неоднородные граничные условия 
описывают неполную передачу составляющих 
упругих смещений при сохранении передачи ме-
ханических напряжений для каждой границы мо-
дели и задаются в виде 
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где KGT, KGN – тангенциальный и нормальный 
коэффициенты жесткости.  

Предполагается, что в общем случае неодно-
родная граница двух упругих полупространств, 
образовалась за счет совокупности взаимодей-
ствия выступов и впадин микрорельефа. Тогда 
«разрывы» в передаче упругих смещений возни-
кают за счет множества микроконтактов между 
двумя рассматриваемыми средами. Выступы и 
впадины микрорельефа можно смоделировать 
введением значения шероховатости в коэффици-
енты жесткости. Тогда введенная в модель шеро-
ховатость будет определяться средним расстояни-
ем между соседними неоднородностями на кон-
тактирующих поверхностях. Таким образом, сте-
пень неоднородности для модели слоистой среды 
можно регулировать, изменяя значения коэффи-
циентов жесткости.  

Нормальный коэффициент жесткости опреде-
ляет передачу нормальных составляющих упру-
гих смещений, а тангенциальный – передачу ка-
сательных составляющих. Коэффициенты жест-
кости зависят от коэффициента перфорации, ха-
рактеризующего степень сплошности между при-
легающими средами структуры «сталь–графит», а 
также от значения шероховатости.  

Графическое представление нормального и 
тангенциального коэффициентов жесткости при-
ведено авторами в [7]. 

В данной публикации при дальнейших расче-
тах шероховатость принималась равной Rz = 
= 40 мкм, а среднее расстояние между соседними 
неоднородностями на контактирующих поверх-
ностях – равным 0.1 мкм. 

Введем в рассмотрение также граничные 
условия периодичности, которые описывают не-
прерывное поведение упругих смещений и меха-
нических напряжений на границе слоев:  

 
( ) ( ), ( ) ( );

( ) ( ), ( ) ( ),
x x xz xz

z z zz zz

a b a b

a b a b

     

     
 (5) 

т. е. указанные величины в первом слое при z = a 
должны равняться тем же величинам во втором 
слое при z = b.  

Подставляя компоненты для упругих смеще-
ний (1) и механических напряжений (3) в неодно-
родные граничные условия (4), получаем 8 урав-
нений для постоянных , , , , , , , ,A B C D A B C D  кото-
рые распадаются на продольную и поперечную 
волны [20]. Коэффициенты , , ,A D A D  относятся 

к продольной волне, а коэффициенты , , ,B C B C  – 
к поперечной.  

Распространение поперечной волны вер-
тикальной и горизонтальной поляризации па-
раллельно слоям. Пусть в направлении оси x 
распространяется поперечная волна. Для нее ко-
эффициенты A и D в первой и второй средах рав-
ны 0. Тогда с учетом условия 0A D A D     
поперечные смещения в (1) будут четны относи-
тельно средины слоев, благодаря чему в слоистой 
структуре будет наблюдаться только сдвиг. Тогда, 
подставляя соответствующие четные компоненты 
упругих смещений и механических напряжений в 
неоднородные граничные условия, получаем че-
тыре уравнения для поперечной волны [9]: 
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Из четырех полученных уравнений составим 
детерминант и приравняем его к нулю. Очевидно, 
что система четырех уравнений всегда имеет реше-
ние, так как она однородная и совместная: 

Решая приведенный определитель разложе-
нием по первой строке с учетом граничных усло-
вий периодичности (5), получим дисперсионное 
уравнение, определяющее значение скоростей 
поперечных волн при двух вариантах поляриза-
ции – вертикальной и горизонтальной, при усло-
вии параллельного распространения волны отно-
сительно слоев: 

2
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Данное дисперсионное уравнение определяет 
волновое число, т. е. значение скорости распро-
странения волны сдвига. Решая данное уравнение 
относительно волнового числа, получим выраже-
ния для скоростей поперечных волн вертикальной 
и горизонтальной поляризации.  

Скорость поперечной горизонтально поляри-
зованной волны ||

,t Hc  имеет следующий вид:  
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Скорость поперечной вертикально поляризо-
ванной волны ||

,t Vc  имеет следующий вид: 
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где n n     ,  n a a b   – относительная 
толщина первого слоя,  n b a b   – относи-
тельная толщина второго слоя.  

Построим графические зависимости скоро-
стей поперечных волн горизонтальной (рис. 2) и 
вертикальной (рис. 3) поляризации от относи-
тельной толщины слоя n.  

Как говорилось ранее, для описания модели 
слоистой среды необходимо и достаточно задать 
пять упругих постоянных. Так как распространение 
продольной волны в слоистой среде с неоднород-
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ными граничными условиями авторами полностью 
рассмотрено в [7], а выражения для скоростей по-
перечной волны найдены в данной работе, то мож-
но определить четыре из пяти упругих постоянных. 
Для определения пятой упругой постоянной необ-
ходимо знать скорости распространения волны под 
углами к оси z, отличными от 0 и π/2. 

Зависимости поперечных волн вертикальной 
и горизонтальной поляризации от относительной 
толщины слоя приведены в [8], [9], [14], однако в 
них имеются некоторые неточности. Зависимость 
скорости поперечной волны горизонтальной по-
ляризации при увеличении относительной тол-
щины слоя «сталь–графит» начинала спадать, т. е. 
стремиться к значению скорости в графите, что 
не согласуется с физическими представлениями о 
распространении волн в слоистых средах. Зави-
симость поперечной скорости вертикальной по-
ляризации при средних значениях относительной 
толщины слоя имела значительный минимум, что 
также разнится с практическими результатами 
при определении упругих характеристик.  

Исходя из анализа представленных зависимо-
стей можно сказать, что приведенные выше 
ошибки устранены. Полученные зависимости 
используются в задачах определения основных 
физико-механических характеристик материала 
на основе акустических измерений, что дает бо-
лее точные результаты по сравнению с уже име-
ющимися зависимостями.  

Распространение поперечной волны вер-
тикальной и горизонтальной поляризации 
перпендикулярно слоям. Теперь рассмотрим 
случай перпендикулярного распространения по-
перечных волн. Пусть в направлении оси z рас-
пространяется поперечная волна. Как ранее было 
сказано, для такой волны коэффициенты A и D в 
первой и во второй среде равны 0. Для случая 

поперечной волны, в которой смещение парал-
лельно слоям из (1) следует, что отличной от нуля 
будет только компонента упругого смещения 

  .ikx
tz Q z e    В случае если бы контроль объ-

екта проводился совместно с продольной волной, 
то при такой геометрии распространения попе-
речную и продольную волны можно было бы рас-
сматривать независимо друг от друга [23].  

Как известно из [24], если матрица-функция 
A(t) периодична, т. е.     ,A t A t T   то любая 
ее фундаментальная матрица Ф(t) имеет вид 

    ,Btt t e    где B – постоянная, а Ψ(t) – 
непрерывно дифференцируемая  функция. Дан-
ное утверждение описывает теорему Флоке.  

Тогда, используя теорему Флоке [24], в выра-
жениях, описывающих распространение волн 
перпендикулярно слоистой структуре (1), вели-
чины P(z) и Q(z) должны быть периодическими 
функциями с периодом структуры h = a + b. Не-
однородные граничные условия и условия перио-
дичности должны выполняться для амплитуд ,tz

  

zz
  в поперечной волне и для амплитуд ,lx

  xz
  – 

в продольной.  
Подставляя соответствующие компоненты 

упругих смещений и механических напряжений для 
перпендикулярного случая распространения волны 
с учетом теоремы Флоке в неоднородные гранич-
ные условия (4), получаем четыре уравнения для 
коэффициентов A и D в первой и во второй среде: 
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Рис. 2. Зависимость скорости поперечной волны 
горизонтальной поляризации от относительной толщины 

слоя при распространении параллельно слоям 
Fig. 2. Dependence of the velocity of a transverse wave 

of horizontal polarization on the relative thickness  
of the layer during propagation parallel to the layers 
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Рис. 3. Зависимость скорости поперечной волны 
вертикальной поляризации от относительной толщины 

слоя при распространении параллельно слоям 
Fig. 3. Dependence of the velocity of a transverse wave 

of vertical polarization on the relative thickness  
of the layer during propagation parallel to the layers 
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Из полученных уравнений для коэффициен-
тов A и D для первой и второй среды составим 
детерминант и приравняем его к нулю:  

Аналогично уже решенному определителю раз-
ложим данный определитель по третьей строке с 
учетом граничных условий периодичности (5) по-
лучим дисперсионное уравнение для поперечной 
волны, распространяющейся перпендикулярно сло-
ям неоднородной структуры «сталь–графит»:  
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Если в двух полученных дисперсионных 

уравнениях коэффициенты жесткости устремить 
к бесконечности, что будет соответствовать 
сплошному контакту на границе между средами, 
который описывается однородными граничными 
условиями, то получим дисперсионное уравнение 
для волны, распространяющейся в однородной 
среде, которое выведено авторами в [11].  

Решая данное дисперсионное уравнение отно-
сительно волнового числа, построим графические 

зависимости скорости поперечной волны горизон-
тальной (рис. 4) и вертикальной (рис. 5) поляриза-
ции от относительной толщины слоя n при распро-
странении перпендикулярно слоям структуры.  

Как видно из данных графических зависимо-
стей, значение скорости поперечной волны при 
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Рис. 4. Зависимость скорости поперечной волны 
горизонтальной поляризации от относительной толщины 

слоя при распространении перпендикулярно слоям 
Fig. 4. Dependence of the velocity of a transverse wave 

of horizontal polarization on the relative thickness  
of the layer during propagation perpendicular to the layers 
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Рис. 5. Зависимость скорости поперечной волны 
вертикальной поляризации от относительной толщины 
слоя при распространении перпендикулярно слоям 
Fig. 5. Dependence of the velocity of a transverse wave 

of vertical polarization on the relative thickness  
of the layer during propagation perpendicular to the layers 
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увеличении относительной толщины слоя начи-
нает убывать, что согласуется с эксперименталь-
ными данными [25]. В случае рассмотрения рас-
пространения волн в однородной среде вид дан-
ных графических зависимостей не изменяется, 
однако значения скорости будут несколько выше, 
чем в приведенном случае. Снижение скорости в 
случае неоднородной среды обуславливается 
возможными переотражениями волны между сло-
ями и рассеянием на структурных неоднородно-
стях среды. 

Теперь, когда получены скорости поперечных 
вертикально и горизонтально поляризованных 
волн, а выражения для скорости продольной вол-
ны, как уже было сказано, известны, то можно 
решить задачу нахождения основных физико-
механических характеристик исследуемого мате-
риала: модуль упругости, модуль Юнга, коэффи-
циент Пуассона. Данные параметры материала 
будут однозначно определять тип и структуру 
материала. Решив задачу о получении скорости 
продольной и поперечных волн, можно пойти 
дальше и применить выведенные скорости к 
нахождению скорости поверхностной волны.  

Исследование образца контроля с помощью 
поверхностной волны будет оптимальнее, так как 
энергия поверхностной волны практически полно-
стью локализуется в приповерхностном слое об-

разца контроля толщиной порядка двух длин 
волн – это дает существенную зависимость пара-
метров распространяющейся поверхностной волны 
от свойств слоя, в котором она распространяется.  

Выводы. 
1. Решена задача о нахождении скоростей попе-

речных волн вертикальной и горизонтальной поля-
ризации при двух вариантах геометрии распростра-
нения волны (параллельно и перпендикулярно сло-
ям неоднородной структуры с объемной трещино-
ватостью) посредством решения дисперсионного 
уравнения относительно волнового числа.  

2. Показано влияние неоднородности слои-
стой модели на значение скорости распростране-
ния поперечной волны вертикальной и горизон-
тальной поляризации. Проведена оценка влияния 
наличия микронеоднородности на значения фи-
зико-механических характеристик материала объ-
екта контроля. 

3. Полученные зависимости используются 
применительно к задачам нахождения основных 
физико-механических характеристик материала 
на основе акустических измерений, а также в ка-
честве основного материала для проведения 
предызмерительных изысканий с целью получе-
ния максимального объема информации без при-
менения средств ультразвукового контроля.  
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