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Формирование структур пониженной размерности  
на энергетически неоднородной поверхности  
полупроницаемых мембран 

Рассмотрены особенности строения адсорбционных слоев на энергетически неоднородной поверхности 
биологических мембран и полупроводниковых сенсоров. На основе фундаментальных термодинамических 
уравнений показано, что в процессе адсорбции на энергетически неоднородной поверхности формируется 
гетерогенный адсорбционный слой со свойствами двумерного газа, находящегося при постоянном поверх-
ностном давлении, и координационно-насыщенной фазы, близкой по свойствам к адсорбционной пленке. 
Показано, что структура координационно-насыщенной фазы имеет фрактальный характер с размер- 
ностью Хаусдорфа 1 < H < 2, тогда как свойства двумерной газовой фазы позволяют рассматривать фазо-
вый переход и формирование линии разрыва между поверхностными фазами как процесс роста кластера с 
фрактальной границей в процессе диффузии возбужденных частиц из двумерной газовой фазы. Диффузия на 
фрактальную границу формирующегося кластера рассмотрена с привлечением дробного оператора диф-
фузии, в результате чего получено уравнение роста координационно-насыщенного кластера пониженной 
размерности. На основе полученного уравнения разработаны принципы математического моделирования 
процессов переноса на энергетически неоднородной поверхности сенсоров (биологических мембран). 

Адсорбция, клеточная мембрана, фазовый переход, диффузионный слой,  
координационно-насыщенный кластер, энергетически неоднородная поверхность,  
структуры пониженной размерности 

Адсорбция из жидких и газовых сред в той 
или иной степени сопровождается процессами 
агрегации сорбирующихся частиц, особенно если 
эти частицы заряжены в связи с наличием ионов 
и свободных радикалов в окружающей среде или 
свободных носителей заряда в объеме и на по-
верхности адсорбента. Присутствие ионов и ра-
дикалов в окружающей среде характерно для 
процессов агрегации, протекающих в коллоидных 
системах, в частности при формировании проти-
воионных кластеров на интегрированных белках 
плазмалеммы [1], [2] в биологических системах и 
биосенсорах. Кластеры, образующиеся при ад-
сорбции на клеточную мембрану из жидкой сре-
ды организма, имеют различную морфологию в 
зависимости от адсорбционной способности ак-
тивного центра на поверхности, а также от пре-
обладающего типа агрегации: частица–кластер 
или кластер–кластер. С другой стороны, наличие 
свободных носителей заряда, например в полу-
проводниковых сенсорах, использующих пори-
стые кристаллы, позволяет получать высокодис-
персные структуры с энергетически неоднород-

ной поверхностью, обладающие высокой адсорб-
ционной способностью [3].  

Свободные радикалы, в свою очередь, оказы-
вают влияние как на характер агрегации частиц, 
так и непосредственно на топологию и энергети-
ческий рельеф поверхности адсорбента [4], [5]. 
Во всех случаях поверхностная агрегация форми-
руется в процессе диффузии из приповерхностно-
го пограничного слоя, существенно влияя на фи-
зические свойства сенсора [6], [7]. Энергетиче-
ская неоднородность адсорбирующей подложки и 
различие типов агрегации приводят к нарушению 
однородности диффузионного слоя в латеральном 
направлении, образуя неоднородности наномас-
штаба, которые, в свою очередь, способны фор-
мировать фрактальные структуры.  

Энергетическая неоднородность поверхности 
пористого кристалла проявляется в том, что на гид-
рофобной поверхности полупроводника формиру-
ются активные центры в виде наноразмерных пор и 
образовавшихся в процессе обработки силановых и 
силоксановых групп, вокруг которых образуются 
агрегаты координационно-насыщенного по водо-
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родным связям и динамически координированного 
монослоев соответственно [3], [6], [8].  

Энергетическая неоднородность поверхности 
клеточной мембраны обусловлена прежде всего 
различным строением противоионных акваком-
плексов в зависимости от того, формируются ли 
они в виде кластеров вокруг отрицательно заря-
женных интегрированных белков или покрывают 
часть плазмалеммы с дефектами структуры били-
пидного слоя [1], [2]. Таким образом, характер 
поляризации плазмалеммы, а следовательно, 
форма и интенсивность потенциала действия на 
ней, существенно зависят от топологии и поверх-
ностной концентрации интегрированных белков, 
а также от формы и расположения дефектных 
участков плазмалеммы [9], [10], определяя харак-
терное поведение импульсов действия для эука-
риотических клеток различных органов, тканей и 
других составляющих биосистемы.  

Рассмотрим детально процесс формирования 
равновесного координационно-насыщенного кла-
стера на энергетически неоднородной поверхно-
сти сенсора или липидного бислоя эукариотиче-
ской клетки, отметив при этом определенную 
изоморфность процессов, происходящих в обеих 
структурах [10], [11]. Основной механизм этих 
процессов по сути является поверхностным фазо-
вым переходом        в гетерогенном моно-

слое [12], при котором достигается равновесие 
двух объемных фаз: адсорбент {α} и пограничная 
фаза диффузионного слоя {β}, и двух поверх-
ностных фаз: координационно-насыщенный {ω} 
и динамически координированный {ε} монослои. 

В равновесном состоянии для внутренней 
энергии поверхностных фаз фундаментальное 
уравнение имеет вид 

 du T ds da da dl         , (1) 

где Т – температура поверхностного слоя; s – эн-

тропия поверхностной фазы; a площадь дина-

мически координированной фазы. 
Равновесие поверхностных фаз определяется 

из условия минимума свободной энергии линии 
межфазного натяжения и поверхности адсорби-
рованного кластера, для которых необходимо вы-
полнение следующих условий, которые непо-
средственно следуют из уравнения (1): 

    l d a a d a d 
            

 0s dT a mD dj     (2) 

для линии межфазного натяжения и  

  0a a d a d s dT a mD dj              (3) 

для поверхности адсорбированного кластера. 
Оба уравнения записаны в переменных фазы 

{ω} (со стороны координационно-насыщенного 
кластера). Кривизна линии разрыва с учетом оче-
видного обстоятельства, что вогнутость линии 
располагается со стороны координационно-
насыщенной фазы, учитывается выражением [12]  

 
2
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dd d dr
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      (4) 

В (1)–(4) l – молярная длина линии разрыва 
поверхностных фаз; – линейное натяжение ли-
нии разрыва; s, a– энтропийный и поверх-

ностный молярные эффекты фазового обмена 
      ; s, a– соответствующие эффекты 

перехода из фазы {ω} на линию разрыва; aω – 

молярная площадь координационно-насыщенного 

кластера;  a 
  – молярная площадь части линии 

разрыва, прилегающая к линии натяжения со сто-
роны фазы {};    поверхностные натяже-
ния соответствующих фаз; r – радиус кривизны 
линии натяжения; D – коэффициент диффузии 
аквакомплекса из приграничного слоя; m – масса 
сорбируемого агрегата; j – плотность потока 
диффузии из пограничного слоя. Для фазового 
обмена        справедливы симметричные 

обозначения, так что соответствующие условия 
имеют вид 

    l d a a d a d 
             

0;s dT a mD dj     

  0.a a d a d s dT a mD dj              

Равновесие координационно-насыщенного 
кластера и диффузионного слоя внешней среды 
описывается соотношением 

 0;s dT a mD dj a d        (5) 

в переменных фазы {} для координационно-
насыщенного кластера, а также в переменных 
фазы {} для динамически координированной 
адсорбции  

 0.s dT a mD dj a d        (6) 

Индекс β в выражениях (5) и (6) обозначает фазу 
пограничного диффузионного слоя и определяет 
обмен частицами между фазами {β} и {}, {β} и 
{ε}.  
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Рассматривая изотермический процесс фор-
мирования гетерогенного адсорбционного слоя на 
энергетически неоднородной поверхности мем-
браны, следует иметь в виду, что изменение пло-
щади поверхности динамически координирован-
ной фазы не влияет на интенсивность диффузи-
онного потока из промежуточного слоя на по-
верхность плазмалеммы. Следовательно, приняв 
d   получим из уравнений (1) и (2) с учетом 

фазового обмена       для межфазной гра-

ницы в параметрах фазы {} уравнение, опреде-
ляющее равновесие линии разрыва между по-
верхностными фазами гетерогенного слоя, 

1

2
a a mD dj 
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 (7) 

Из уравнений равновесия гетерогенной по-
верхностной фазы и граничного диффузионного 
слоя, взятых с учетом dT = 0, d  , получим 

    .a a a d a a a mD dj             

После подстановки в (5) уравнения (3) полу-
чаем уравнение в полных дифференциалах вида 
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С учетом симметричных соотношений вида 
aik = ak – ai придем к окончательному уравнению 

состояния кластера координационно-насыщенно-
го монослоя на энергетически неоднородной по-
верхности плазмалеммы 

 2
2 2

2 0.a d a dr a a mD dj
r r

   


        

Из (7) следует, что адсорбция на энергетиче-
ски неоднородной поверхности неизбежно фор-
мирует кластеры пониженной размерности, соот-
ношение между площадью и средним радиусом 
которых характеризуется вариацией показателя 
степени у радиуса в пределах от 1 до 2.  

Аналогичный вывод следует также из рассмот-
рения уравнения для свободной энергии координа-
ционно-насыщенного кластера, из которого может 
быть получено конкретное значение его фракталь-
ной размерности. Соответствующее уравнение 
имеет вид 

.da dl T ds mDj da           

Таким образом, рост координационно-насы-
щенной фазы вокруг заряженного центра адсорб-
ции биомембраны описывается степенной зави-
симостью между средним радиусом кластера и 
его площадью  

 0 ,Ha r    (8) 

где α – форм-фактор, являющийся константой, 
которая определяется геометрией рассматривае-
мой фигуры, H варьируется в пределах от 1 до 2, 
будучи, по сути, размерностью Хаусдорфа [13]. 
Выражение (8) вполне согласуется с эксперимен-
тально наблюдаемой закономерностью изменения 
интегральной интенсивности широкой компонен-
ты спектра ЯМР в гидратированном пористом 
кристалле, связывающее рост площади коорди-
национно-насыщенной адсорбированной фазы с 
изменением влажности [6]. Соответствующее 
выражение в актуальных обозначениях имеет вид 

  ,H
s sa a h h    

где h – влажность среды; hs – критическая влаж-

ность, соответствующая насыщению наноразмер-
ных пор; H = 1.56 ± 0.24 – экспериментально изме-
ренная размерность Хаусдорфа. Тем самым демон-
стрируется определенная изоморфность процессов 
адсорбции в плазмалемме и пористой структуре, 
объединяющий фактор в которой – энергетическая 
неоднородность адсорбционных центров на гидро-
фобной поверхности адсорбента. 

Степенной закон роста координационно-насы-
щенного кластера характерен для различных про-
цессов и, вообще говоря, описывает диффузию 
возбужденных частиц из некоторой области про-
странства к границам, где частицы теряют свою 
активность. В данном случае при неизменном по-
токе частиц из пограничного слоя к поверхности 
мембраны диффузия сорбированных частиц к гра-
нице раздела поверхностных фаз относится к той 
же категории явлений. Предполагается, что в 
наблюдаемых степенных закономерностях фунда-
ментальную роль играет геометрия cреды [14]. 

Фаза динамически координированного слоя – 
это, по сути, двумерный газ с центрами конденса-
ции вокруг дефектов жидкокристаллической мат-
рицы. Аналогичная структура адсорбированной 
фазы формируется на поверхности пористого 
кристалла, где основными центрами адсорбции 
являются наноразмерные поры, а расположенные 
случайным образом силановые и силоксановые 
группы, адсорбция на которых слабее, также иг-
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рают роль центров конденсации двумерного газа. 
Поэтому динамически координированную по-
верхностную фазу можно также описывать в тер-
минах поверхностного давления (заменив σε на  

–π) в условиях изобарного процесса (ранее пока-

зано, что 0d   ). 

Процесс роста кластера с фрактальной грани-
цей описывается обобщенным уравнением диффу-
зии, в которое в данном случае включен оператор 
дробной производной [15]. Для кластера достаточно 
больших размеров (имеется в виду, что средний 
радиус кластера превышает диффузионную длину 
сорбированных частиц) в рассматриваемом случае 
проблема диффузии к самоподобным границам 
отображается следующим соотношением 

( , )
( , ) ( ) ,f f

C t
j t D t

t


 
   

       
 

где ( , )fj t   – плотность потока из двумерной 

газовой фазы на границу раздела; ( )fD t  – зави-

сящий в общем случае от времени коэффициент 
диффузии; ( , )C t  – поверхностная концентрация 

двумерного газа; ρ – радиальная координата, 
направленная к центру адсорбциии. Для изобар-
ного состояния динамически координированного 
слоя коэффициент диффузии (в данном случае – 
дробный оператор диффузии) не зависит явно от 
времени, поэтому для плотности потока диффу-
зии на единицу длины линии разрыва получаем 

( , )
( , ) ,f

C t
j t D 
 

 
 


 

где ( , )C t   полагаем постоянным везде, кроме 

реактивного слоя вблизи линии разрыва между 
фазами. На линии разрыва, где сорбированные 
частицы теряют активность, получаем граничное 

условие ( , ) 0.C t    Соответствие между про-

цессами диффузии на фрактальную и гладкую 
границу может быть выражено как 

,f flj l j    

где j  – диффузионый поток на гладкую грани-

цу, который выражается законом Фика; fj  – 

соответствующий поток на границу фрактального 
кластера; l и lf  – длины гладкой и фрактальной 

границ раздела фаз соответственно.  

Периметр l кластера с гладкой границей про-
порционален его радиусу, площадь aω кластера со 

средним радиусом r0 пропорциональна 2
0r  а пло-

щадь aωf и периметр lf  фрактального кластера по-

добного размера выражаются соотношениями [16]  

 
2

0

1
0

,

,

H H
f

H H
f

a r

l r






 

 
 (9) 

где  – произвольная длина отсчета для измере-
ния площади и периметра координационно-
насыщенного кластера; H – фрактальная размер-
ность границы. Для диффузионного процесса 
натуральной длиной отсчета служит толщина по-
граничного слоя диффузионного профиля  

 ,k D    (10) 

где k – безразмерная константа и D  – коэффициент 

поверхностной диффузии в фазе динамически ко-
ординированного слоя; τ – среднее время свободно-
го пробега. В дальнейшем, учитывая постоянство 
поверхностного давления по всей площади коорди-
национно-насыщенной фазы, полагаем k = 1. 

Подстановка (10) в (9) выражает явную реак-
тивную область фрактальной границы как функ-
цию времени t 

     1 1 2 1 2
0( ) .H H H H

fl t k r t D  
    

Полагая линию разрыва замкнутой, получаем 
для роста площади координационно-насыщенно-
го кластера 

  ( , )
f f

C t
C a l D

t


  
 


 

 

или, после упрощения, с учетом (22) и (21) 

     1 2 2
0

H H H H
fC a k r t D C

t
  

   


 


, (11) 

где 1 2HD 
  следует трактовать, как дробный 

оператор диффузии fD . 

Таким образом, диффузия сорбированных ча-
стиц на фрактальную границу кластера удовле-
творяет уравнению, в котором коэффициент диф-
фузии в динамически координированной фазе Dε 

заменяется дробным оператором диффузии Dεf.  

На основе (11) можно построить модель роста 
поверхностного кластера, которая учитывает 
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фрактальные свойства его периметра. Для этого 
заменим плотность частиц в каждой области про-
порциональной ей величиной – поверхностным 
давлением π, или поверхностным натяжением σ, а 
также используем уравнение (4). Таким образом, 

  1 2 2
0

f H H H H
f

a
a k r t D

t t
   

   


    
 

  

или, после подстановки (4) с учетом изобарного 
характера динамически координированной фазы, 

  1 2 2
0

f H H H Ha
k r t D

t
   

  


    


 

 
   

0 0
2

0 0

1 1
.f

r r
a

r t r t tr t


      
    

 (12) 

В конечно-разностном представлении (12) 
позволяет определить скорость роста границы и 
площади координационно-насыщенного кластера 
и время установления динамического равновесия. 
Результаты моделирования существенно зависят 
от геометрии расположения центров адсорбции 
на моделируемой поверхности и фрактального 
рельефа периметра, в котором неизбежно присут-
ствуют участки с кривизной разного знака, в том 
числе в виде участков, вогнутых в сторону дина-
мически координированной фазы, с которых про-
исходит существенное испарение частиц. Тем 
самым неизбежно формируется рыхлый кластер, 

т. е. скорость роста площади координационно-
насыщенного кластера ограничивается образовани-
ем в массиве координационно-насыщенной фазы 
дефектных участков, которые одновременно увели-
чивают скорость роста границы кластера. Задавая 
распределение неоднородных по энергии адсорбци-
онных центров, например с гауссовым спадом энер-
гии от центра адсорбции, следует ожидать появле-
ния подобных дефектов по изоэнергетическим ли-
ниям на поверхности сенсора. 

Формирование фрактального кластера проис-
ходит следующим образом. Для заданного распре-
деления центров адсорбции кластер растет как 
плотная структура до тех пор, пока средний радиус 
сформировавшегося кластера не становится рав-
ным ширине  пограничного слоя диффузионного 
профиля или пока граница кластера не достигнет 
изоэнергетической линии. Дальнейшее развитие 
кластера представляет собой протекание несколь-
ких конкурирующих процессов.  

В результате формируется фрактальная струк-
тура, масса и форма которой существенным обра-
зом определяются выбором геометрии и энергетики 
адсорбционных центров. При этом следует отме-
тить, что сформировавшийся равновесный кластер 
представляет собой динамическую структуру, кото-
рая при детальном равновесии поглощения и испа-
рения способна изменять форму и размерность. 
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LOW DIMENSIONAL STRUCTURES FORMATION ON ENERGETICALLY INHOMOGENEOUS 
SURFACE OF SEMIPERMEABLE MEMBRANES  

The features of the structure of adsorption layers on the energetically inhomogeneous surface of biological membranes and semi-
conductor sensors are considered. On the basis of fundamental thermodynamic equations, it is shown that in the process of ad-
sorption on an energetically inhomogeneous surface, a heterogeneous adsorption layer with the properties of a two-dimensional 
gas under constant surface pressure and a coordinatively saturated phase close in properties to the adsorption film are formed. It 
is shown that the structure of the coordination saturated phase has a fractal character with Hausdorff dimension 1 < H < 2, 
whereas the properties of the two-dimensional gas phase allow us to consider the phase transition and the formation of the gap 
line between the surface phases as a process of cluster growth with a fractal boundary in the process of diffusion of excited parti-
cles from the two-dimensional gas phase. Diffusion to the fractal boundary of the forming cluster is considered using the fractional 
diffusion operator, as a result of which the growth equation of a coordinatively saturated cluster of reduced dimension is obtained. 
On the basis of the obtained equation, the principles of mathematical modeling of transfer processes on the energetically inhomo-
geneous surface of sensors or biological membranes are developed. 

Adsorption, cell membrane, phase transition, diffusion layer, coordinatively saturated cluster, energetically  
inhomogeneous surface, low dimensional structures 


