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Аннотация. Рассматриваются инженерные методики импульсно-энергетического обмена в системе 
«прибор–объект» в рамках первого этапа измерения функции Грина. Вводятся основные понятия, необ-
ходимые для описания процесса измерения на указанном этапе. В частности, предлагается использо-
вать условия адиабатической инвариантности действия в колебательных процессах. Приводится схема 
эксперимента и ее теоретическое обоснование, в основе которого лежат явление адиабатической инва-
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зуются и другие принципы гамильтоновой механики. Делается возможный анализ кванта действия как 
первичного понятия обменной механики. 
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Введение. Полученная и представленная в [1] 
математическая модель обменных процессов, про-
текающих в системе «прибор–объект» (СПО), дает 
основания для качественного и количественного 
анализа конкретных систем при решении обратной 
задачи обменной механики (ОМ) (идентификации). 

В ОМ «чистый» объект заключен в «частично 
прозрачную оболочку» прибора, удалить которую 
невозможно. Существование «чистого» (без обо-
лочки) объекта есть абстракция метода классиче-
ской электромеханики, достигшей несомненных 
успехов при моделировании процессов движения. 

Отсюда следует, что СПО представляет собой 
целостный объект, изучаемый ОМ для решения как 
вновь поставленных, так и традиционных задач. 

Рассмотренная в [2] редукция обменных про-
цессов, протекающих в СПО, позволяет связать 
фундаментальные результаты из [1] с выводом 
функции Грина из обыкновенного дифференциаль-
ного уравнения (ОДУ). При этом редукция требует 
стремления кванта действия к нулю, что ведет к по-
чти идеальному прибору в паре «прибор–объект». 

Функция Грина СПО – это результат решения 
задачи идентификации. Она, наряду с кривой 
стационарных состояний, представляет собой 
предельно полное описание СПО, насколько это 
позволяют ограничения прибора, ведущие к ста-
тистичности описания всей модели. 

Вместе с тем, в [2] показано, что рассматри-
ваемый метод вывода функции Грина справедлив 
не для всех классов ОДУ. 

Целью данной статьи служит разбор и обос-
нование методов и средств для инженерного ре-
шения обратной задачи обменной механики. 

В [1], [2] просматриваются три этапа расчета 
функции Грина СПО.  

На первом этапе в [1] посредством решения 
уравнения обмена находится функция обмена. В [2] 
этому соответствует запись модели в виде ОДУ.  

На втором этапе в [1] определяется функция 
Грина в координатно-энергетическом представ-
лении. В [2] этому соответствует получение пе-
редаточной функции, зависящей от координаты 
как от параметра, в паре с кривой стационарных 
состояний.  

На третьем этапе в [1] выполняется расчет 
функции Грина СПО в импульсно-энергетическом 
представлении. В [2] здесь выполняется расчет 
функции Грина с учетом редукционных соотно-
шений. 

Указанные этапы должны присутствовать в 
инженерной методике идентификации СПО. Но 
с учетом квазигармонических колебаний СПО с 
малой, но конечной амплитудой при медленном 
изменении частоты, на первом этапе следует 
учитывать явление адиабатической инвариант-
ности действия. Это достаточно тонкое [3] явле-
ние будет нивелироваться либо преобладать – в 
зависимости от явлений диссипации или контр-
диссипации в СПО. 

Для описания явлений адиабатической инва-
риантности обычно пользуются аппаратом клас-
сической (гамильтоновой) механики, хотя счита-
ется, что эти явления наблюдаются в макро- и 
микромире. Например, действие в механике – это 
аналог энтропии в термодинамике. Особенно хо-
рошо это заметно на модели идеального газа, 
находящегося в цилиндре с медленно движущим-
ся поршнем, пусть даже газ состоит всего из од-
ной молекулы и скорость движения этой молеку-
лы во много раз больше скорости движения 
поршня. Тогда в результате упругих соударений 
цилиндра и поршня о дно молекула успеет много 
раз переместиться между ними, прежде чем по-
ложение поршня претерпит сколько-нибудь за-
метное изменение. Для ансамбля молекул налицо 
изоэнтропийный (адиабатический) процесс. Для 
одной молекулы площадь, охваченная фазовой 
траекторией, – это адиабатический инвариант. 

Функция Грина системы «прибор–объект» 
формально представляет собой реакцию системы 
на постоянное входное воздействие в импульсно-
энергетическом представлении, которое соответ-
ствует функции Дирака в координатно-временном 
представлении. 

Далее рассматривается первый этап измере-
ния и его теоретическое обоснование. Этот этап – 
наиболее ответственный с физико-технической 
точки зрения, так как от структур данных, здесь 
полученных, зависит качество расчетов на после-
дующих этапах. 

Постановка задачи. В данной статье требу-
ется найти модели для ряда подзадач, связанных с 
первым этапом решения обратной задачи ОМ 
(идентификации). 

Требуется определить условия адиабатиче-
ской инвариантности действия в колебательных 
процессах измерения СПО. 

Далее на основании производящей функции ка-
нонического преобразования следует получить 
прямое и обратное преобразования «действие– 
угол» для гармонических колебаний первого этапа 
решения обратной задачи ОМ (идентификации). 
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В результате на основе математического ап-
парата гамильтоновой механики и определенного 
заранее кванта действия требуется построить 
функциональную схему первого этапа идентифи-
кации СПО. Для этого уже имеются условия для 
адиабатической инвариантности действия и вы-
браны канонические переменные, преобразую-
щиеся внутри функциональной схемы между 
анализатором и детектором. 

С учетом того, что СПО на первом этапе ре-
шения обратной задачи ОМ совершает малые 
гармонические колебания, становится возмож-
ным построение модели кванта действия на осно-
ве классической модели осциллятора, что также 
будет сделано далее. 

Выбранный способ определения кванта дей-
ствия допускает определение так называемого 
инерционного коэффициента СПО, который в 
данном подходе необязателен. Однако такое 
определение сближает ОМ с классической меха-
никой и делает более понятными предлагаемые 
здесь построения. 

Далее будет представлен пример расчета 
инерционного коэффициента СПО, рассматрива-
емой в рамках электромеханики. 

Условия адиабатической инвариантности 
действия в колебательных процессах. В случае 
весьма медленного изменения параметров извне в 
почти консервативной гамильтоновой системе 
некоторые переменные имеют тенденцию сохра-
няться с достаточно высокой точностью. При 
этом энергия системы, разумеется, не сохраняет-
ся. В [4]–[8] эти вопросы рассмотрены и приве-
дены условия «адиабатического» (медленного и 
плавного) изменения этих параметров. Пусть λ – 
параметр, T – период движения системы. Тогда 
должны быть соблюдены условия 

 ;  .T T        (1) 

Здесь первая формула обеспечивает медлен-
ность изменения параметра системы, вторая – 
плавность. В случае линейного гармонического 
колебания, используемого на первом этапе изме-
рения, когда этим параметром служит частота ω, 
вместо (1) будем иметь 

 2; .         (2) 

Пусть H(p, x, λ) – функция Гамильтона СПО, 
совершающей почти периодическое движение. 
Если λ = const, то H(p, x, λ) = E (E = const). Отсю-
да можно найти p = p (x, E, λ). Тогда площадь, 
охватываемая на фазовой плоскости этой траек-

торией, ( , ) ( , , ) .S E p x E dx    

Если λ медленно меняется, то E не сохраняет-
ся, но скорость изменения I, φ (координаты дей-
ствие–угол) будет также малой и среднее значе-

ние 
0

1
( )

T
E E t dt

T
    будет скоростью системати-

чески медленного изменения энергии системы, как 

и .  Зависимость E от λ можно представить в виде 
постоянства некоторой функции от E и λ, которая и 
есть адиабатический инвариант I (E, λ):  

1 1
( , ) ( , ) ( , , ) .

2 2
I E S E p x E dx    

    

Для одномерного осциллятора, являющегося 
здесь моделью СПО, функция Гамильтона H(p, x, t) 
имеет вид: 

 
2 2 2( )

( , , ) ,
2 2

p m t xH p x t
m


   (3) 

где частота ω изменяется в соответствии с (2); m – 
масса материальной точки. 

Так как уравнение фазовой траектории дается 
законом сохранения энергии H(p, x) = E то, со-
гласно (3), эта траектория ограничивает эллипс с 

полуосями 2pA mE  и 
2

2
.x

EA
m




 Его пло-

щадь ( , ) .p xS E A A    Таким образом,  

1
( , ) .

2

EI S E
m

  


 

Для контроля постоянства действия I из-за 
диссипации энергии в СПО удобно вместо фазо-
вых координат p, x использовать координаты I, φ 
(действие–угол). 

Расчет канонических преобразований 
«действие–угол». Преобразование координат в га-
мильтоновой механике должно сохранять вид урав-
нений Гамильтона (ковариантность). Для этого пре-
образование должно быть каноническим: в отличие 
от преобразования координат – степеней свободы в 
механике Лагранжа преобразование фазовых коор-
динат p, x → P, X в механике Гамильтона не облада-
ет такой широкой свободой. 

Однако в случае ковариантности этих уравне-
ний в обеих системах координат должен быть 
справедлив принцип наименьшего действия. То-
гда подынтегральные выражения будут отличать-
ся друг от друга лишь на полный дифференциал 
некоторой функции, которая при варьировании 
исчезает (как разность значений на пределах ин-
тегрирования) [4]: 
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 ( ) ,dF p dx PdX H H dt     (4) 

где F – производящая функция канонического 
преобразования; H   – функция Гамильтона в ко-
ординатах P, X. Отсюда также видно, что движе-
ние системы можно рассматривать и как последо-
вательность канонических преобразований коор-
динат. Поэтому в качестве производящей функ-
ции F(x, I) может быть выбрано укороченное 
действие 0 ( , ( )) ( , ) .S x E I p x E dx   

Для системы, совершающей гармонические 
колебания, импульс найдется из выражения  
H(p, x) = E. Будем иметь: 0 ( , )S x E   

22 ( ) .mE m x dx    Интегрируя и выполняя 

преобразования, получим: 

2
0

1
( , ) 2 ( )

2
S x E x mE m x     

 arcsin 2 ,
2

E m Ex n c
E

 
     
  

 (5) 

где с – постоянная. 

Учитывая, что E(I) = Iω, найдем из (5) F(x, I): 

21
( , ) 2 ( )

2

arcsin 2 .
2

F x I x m I m x

mI x nI c
I

    

 
     

 

 

Для расчета прямого и обратного канониче-
ских преобразований найдем связь переменных p, 
x и I, φ, где I – новый «импульс», а φ – новая «ко-
ордината». Из (4) получим: 

   
( , ) ( , )

( , ) ; ( , ) .
F x I F x Ip x I x I

x I
 

  
 

 (6) 

В результате расчета и преобразований из (6) 
будем иметь 

 

 2( , ) 2 ;

( , ) sin ,
2

  p I x m I m x

mI x A x
I

   

 
   

 

 (7) 

где А – полуось эллипса, ограничивающего дей-
ствие, расположенная на оси переменной x. 

Подставляя x из второй формулы (7) в первую, 
после преобразований получим пару формул об-
ратного канонического преобразования (ОКП): 

   
2

( , ) sin ; ( , ) 2 cos .
Ix I p I m I

m
      


 (8) 

Для получения прямого канонического преоб-
разования (ПКП) следует решить (8) относитель-
но I, φ. Будем иметь 

 
2 2

( , ) tan 2 ;

( , ) .
2 2

xx p A m
p

p m xI x p
m

 
   

 


 



 (9) 

Вторая формула в (9) есть функция Гамильто-
на осциллятора, деленная на частоту. 

Определение модели кванта действия и 
расчет коэффициента инерции СПО. Далее из 
рассмотрения схемы процесса идентификации 
СПО будет следовать, что на разных траекториях 
и частотах требуется поддерживать определен-
ное, заранее заданное значение действия I.  

Квант действия – это первичная модельная 
форма, значение которой можно определить 
опытным путем при практическом решении об-
ратной задачи СПО, если задать соотношение 
сигнала и шума.  

Однако идеальную модель кванта действия 
можно построить, исходя из соображений клас-
сической механики, введя модель колебательной 
системы в виде линейного осциллятора механи-
ческой или электромагнитной природы. Можно 
предположить, что каждый малый элемент ам-
плитудно-фазового спектра СПО есть линейный 
одномерный осциллятор, совершающий свобод-
ные колебания в проходящем через него потоке 
энергии. При этих допущениях энергия E осцил-
лятора как такового может быть определена выра-

жением 
2 2

.
2

mAE 
  Поскольку, с одной стороны, 

квант действия при адиабатически медленном из-
менении какого-либо из параметров осциллятора 

сохраняется и, с другой стороны, ,
EI 




 то 

 2 ,I mA   (10) 

где 
2

2EA
m




 – полуось эллипса, ограничивающе-

го действие, расположенная на оси переменной x. 
Коэффициент инерции («точечная масса») 

СПО может быть найден из условия сохраняюще-
гося кванта действия: 

 
2

.
Im

A



 (11) 
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Ясно, что в (10) инерционный коэффициент 
не выбран в качестве медленно меняющегося па-
раметра, так что площадь A2ω сохраняется.  

Так как в пределах эллипса кванта действия по-
ложение «точечной массы» не определено, можно 
полагать, что эта масса равномерно распределена по 
всей площади эллипса в фазовой плоскости. Следу-
ет далее расширить определение модели кванта 
действия. Пусть A0 – амплитуда при некотором зна-
чении ω0, при которой отношение «сигнал–шум» δ 
равно единице. Тогда, задавая определенное отно-
шение 1,  из (11) получим 

 2 2
0.I mA    (12) 

В этом выражении коэффициент инерции m 
(имеющий размерность массы, момента инерции, 
индуктивности и т. д.) СПО определен на основа-
нии (11), с учетом шума.  

Структура СПО отражена в спектре, начина-
ющемся со значения аргумента E0 = Iω0 и закан-

чивающемся значением Em = Iωm. Спектр опре-
деляется приведением матрицы функции Грина G 
к диагональному виду (задача о поиске собствен-
ных значений). Если ω0 из (12) – это начальное 
значение частоты, то при колебаниях с энергией 
E0 → 0 СПО на большом участке амплитуды со-

вершает движение, близкое к равномерно-прямо-
линейному, и его движение подобно свободному 
движению материальной точки с массой m. По 
правилам электромеханической аналогии опреде-
ление коэффициента инерции переносится в 
электромагнитную область. 

Например, для механического осциллятора 

собственная частота колебаний ω есть 2 ,
b
m

  где 

b – коэффициент жесткости материала (например, 

жесткость и геометрия пружины, участвующей в 
колебаниях); m – масса тела, совершающего одно-
мерные колебания. Изменение частоты здесь до-
стигается адиабатическим изменением коэффици-
ента жесткости при постоянстве m. Для электро-

магнитного осциллятора 2
,

LC


   где L – индук-

тивность колебательного контура; C – его емкость. 
Изменение частоты здесь достигается адиабатиче-
ским изменением емкости, при постоянстве L. 

Функциональная схема первого этапа иден-
тификации. При рассмотрении эксперименталь-
ной части первого этапа измерения следует руко-
водствоваться схемой (см. рисунок), совмещающей 
в себе свойства структурной схемы и алгоритма. 

Так, на рисунке представлены система «при-
бор–объект» (СПО) и блоки алгоритма для про-
цесса измерения функции ( ( ), ).W x t E  Последняя 
представляет собой функцию Грина в координат-
но-энергетическом представлении (xE-представ-
лении), заданную на траекториях x(t). Далее, на 
втором этапе, из этой функции следует получить 
W(x, E), которая зависит от x как от аргумента. 

Основной частью схемы (см. рисунок) служит 
контур стабилизации действия Iз, состоящий из 
четырех блоков: блока 4, блока 6 обратного кано-
нического преобразования (ОКП), блока 7 СПО и 
блока 8 прямого канонического преобразования 
(ПКП). Контур стабилизации реализован на двух 
системах канонических переменных, «действие–
угол» и «импульс–координата». Это связано с 
тем, что для расчета гармонического управляю-
щего сигнала на СПО следует выполнить преобра-
зование канонических переменных «действие–угол» 
в управляющие координату и импульс u, pu (ОКП). 

Поэтому для перехода от одной пары переменных к 
другой предусмотрены блоки ОКП в прямом канале 
управления и ПКП в канале обратной связи. 

1

0

I

I

e
e
  
 


 5 

Схема первого этапа измерения 
The first stage measurement diagram 

СПО 
7 

ПКП 
8 

ω: = ω + Δω; 
:x x x     

1 

eI 

Iu 

Iз 
Iз 

ω φu 

u, pu 

x, p I, φ 

Да 
Нет 

u dt    

2 

u IK e dt  

4 

;  ;u
u

A
A

    
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СПО 
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Сумматор контура стабилизации действия 
определяет рассогласование eI = Iз – I. Несмотря 

на весьма медленное изменение сигнала частоты 
ω, поступающего на сумматор, возможно появле-
ние рассогласования вследствие неконсерватив-
ности СПО, поэтому блок 5 детектора [1] контро-
лирует как само рассогласование eI, так и ско-

рость его изменения eI в соответствии с (2). Так 

что измерение ( ( ), )W x t E  не происходит, пока 
указанные ошибки не достигнут нужных преде-
лов ε0 и ε1 соответственно. 

Качество работы контура стабилизации дей-
ствия определяется блоком регулятора 4. Предпола-

гается, что коэффициент 1
u

u
K

T
  (Tu – характер-

ное время для наблюдения явлений адиабатической 
инвариантности) должен по порядку соответство-
вать скорости изменения частоты ω при измерении. 

На входе блока СПО произведение перемен-
ных u, pu пропорционально мощности. Произве-
дение переменных x, p на выходе СПО пропорци-
онально действию. 

На входе контура стабилизации действия рас-
положен блок 1 изменения частоты ω и траекто-
рии x(t). В нем выполняется расчет статической 
характеристики (если это требуется) x0 = f(u0), где 
u0 – сигнал управления, требуемый для поддер-

жания координаты x0 – одного из значений x (ста-
тическая характеристика СПО). 

В блоке 3 на рисунке (первом анализаторе [1]) 
выполняется расчет функции Грина ( ( ), )W x t E  в 
точке на траектории x(t) в зависимости от энергии 
E. Этому расчету предшествует выделение первой 
гармоники и усреднение смещения x(t) по E. Затем 
определяется отношение выходной A и входной Au 

амплитуд и разность выходной φ и входной φu фаз 
(последняя рассчитывается в блоке 2). Символы ,  

  в блоках 1 и 5 означают логическое сложение и 
умножение соответственно. 

Пример определения инерционного коэф-
фициента для электромеханической системы 
«прибор–объект» (СПО). С учетом предположе-
ний (14, 15, 16) рассчитаем, на основании (16), 
инерционный коэффициент m для вращательного 
движения по нижеследующим данным. Введем 
для этой цели понятие энергетической доступно-
сти (недоступности) отдельных частей СПО. Од-
на часть СПО энергетически недоступна для дру-
гой, если колебательные процессы, протекающие 

в другой части СПО, не могут вызвать фазовые 
сдвиги и изменения в амплитудах колебаний пер-
вой части СПО. В прежних понятиях при беско-
нечно малых амплитудах это означало, что «по-
лосы частот» этих частей разделены. Предполо-
жим, что электромагнитная часть СПО находится 
за пределами энергетической доступности со сто-
роны механической части. Тогда можно раздель-
но определить квант действия электромагнитной 
и механической частей СПО. Например, для ме-
ханической части СПО при следующих исходных 

данных: δ = 40; A0 = 0.001 rad; ω0 = 0.5 с–1; I = 

= 1.6 · 10–4 Дж · с, найдем m:  

4
2

2 2 2 6
0

1.6 10
0.4  кг м .

40 10 0.25

Im
A






   
   

  

Если электромагнитная часть СПО находится 
в пределах энергетической доступности механи-
ческой части, то, используя свойство аддитивно-
сти, следует принять квант действия как сумму 
электромагнитной и механической частей. При 
этом не важно, в каких единицах будет измерять-
ся инерционный коэффициент. 

Обсуждение результатов. При построении 
инженерной методики идентификации в качестве 
инструментальных средств целесообразно ис-
пользовать аппарат гамильтоновой механики, не-
смотря на его консервативную природу. 

Это связано с тем, что благодаря управляемо-
му и измеряемому подводу или отводу энергии от 
СПО она совершает колебания, подобные колеба-
ниям истинных гамильтоновых систем. Тем са-
мым реализуется сохранение консервативных 
частей энергии и импульса.  

Пара переменных «действие–угол» позволяют 
адиабатически медленно (с учетом условий адиа-
батической инвариантности (1)), изменять часто-
ту и координату в рамках контура стабилизации 
действия. 

Особый интерес, на наш взгляд, представляет 
процесс сохранения действия (адиабатическая ин-
вариантность действия) при поддержке квазиста-
тических колебаний в схеме на рисунке. Наличие 
регулятора в координатах «действие–угол» обес-
печит стабилизацию действия, насколько это поз-
волит сделать закон регулирования и плавность 
изменения частоты. Здесь интересен количествен-
ный вклад закона адиабатической инвариантности 
в процесс идентификации на первом этапе. 
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Благодаря «энергетической» системе единиц 
масштабирования мощности, работы, энергии и 
действия схема на рисунке универсальна в техниче-
ском отношении, т. е. пригодна для исследования не 
только механических и электромеханических си-
стем, но и электронных устройств – электронных 
силовых и слаботочных усилительно-преобразова-
тельных устройств с внутренними контурами 
управления. Эти устройства также могут рассмат-
риваться как системы «прибор–объект». 

Тот факт, что в схеме первого этапа идентифи-
кации на рисунке участвуют пары переменных 
(«действие–угол» и «импульс–координата»), имеет 
принципиальное значение: указанные переменные – 
сопряженные в смысле гамильтоновой механики. 
Сопряженность как явление особенно значима в 
физике и технике, а также присутствует как раздел в 
обменной механике. Функциональная полнота рас-
смотрения системы «прибор–объект» возникает в 
связи с учетом как минимум пары, сопряженных 
переменных. 

Проблема возникновения и учета сопряженно-
сти переменных в обменной механике станет пред-
метом рассмотрения в последующих публикациях. 

Для правильной идентификации СПО наибо-
лее важен успех первого этапа, приведенного ра-
нее на функциональной схеме. Именно на этом 
этапе приобретаются знания о системе. На вто-
ром и третьем этапах проводятся расчеты и идет 
математическая обработка данных первого этапа. 

Квант действия служит первичной измеряемой 
константой для СПО. Существует принципиальная 
возможность по значению кванта действия оценить 
значение инерционного коэффициента (индуктив-
ности, массы, момента инерции и т. д.). 

Поскольку вся ценная и существенная ин-
формация о системе «прибор–объект» находится 
в спектрах, описывающих эту систему операто-
ров, то, казалось бы, нет необходимости рассчи-
тывать инерционный коэффициент системы (фи-
зически это масса, индуктивность и т. д.), как это 
предлагалось в соответствующем разделе статьи. 

Автору, однако, представляется полезным 
опыт выхода на твердые основы классической 
механики посредством такой давно и тщательно 

изученной модели, как линейный осциллятор, тем 
более, что малые квазилинейные колебания лежат 
в основе модели, представленной на рисунке. 

Выводы: 
1. Приведено обоснование методов и средств 

применения инженерного подхода, который поз-
воляет строить алгоритмы и, следовательно, про-
водить количественные исследования рассматри-
ваемых здесь процессов. 

2. Предложен новый подход к идентификации 
электромеханического объекта, в математическом 
описании которого явно присутствует импульсно-
энергетический обмен. Для этого в рассмотрение 
введен новый физико-технический агрегат, полу-
чивший название «система „прибор-объект“» 
(СПО). 

3. Указанный подход доведен до описания в 
виде инженерной методики, представленной ма-
тематической моделью и в виде алгоритма. Мо-
дель построена на основе принципов гамильто-
новой механики. 

4. Показано, что импульсно-энергетический 
обмен в данной методике обеспечивается явлени-
ем адиабатической инвариантности действия и 
регулятором, функционирующим в канонических 
переменных «действие–угол». 

5. Отмечено, что для успешной реализации 
первого этапа идентификации, названного здесь 
первым этапом решения обратной задачи ОМ, 
требуется медленное и плавное изменение часто-
ты и координаты СПО. Такое требование позво-
ляет рассматривать методику в русле задач, пред-
ставленных в [1]. 

6. Представлена математическая модель кван-
та действия, вбирающая в себя статистическую 
составляющую полной модели идентификации, 
поскольку последняя основана на принципах 
классической механики и не может учесть ряд 
положений, изложенных в [1]. 

7. Предложен метод определения инерцион-
ного коэффициента СПО из математической мо-
дели линейного осциллятора. Этот коэффициент 
в явном виде может не присутствовать в расчет-
ных схемах, но, как уже было указано, служит для 
согласования с классической механикой. 
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