
Информатика, вычислительная техника и управление 
Informatics, Computer Technologies and Control 

69 

                          Информатика, вычислительная техника и управление 

 
УДК 004.032.26 Обзорная статья 

https://doi.org/10.32603/2071-8985-2024-17-2-69-77 

Нейросетевой эмулятор нелинейной модели перевернутого маятника  
на подвижном основании 

А. А. Воевода, В. И. Шипагин 

Новосибирский государственный технический университет, Новосибирск, Россия 
 shipagin@mail.ru 

Аннотация. Продемонстрирован процесс создания нейросетевого эмулятора нелинейной модели пере-
вернутого маятника на подвижном основании. Особенность данной модели объекта заключается в не-
равном количестве входных и выходных каналов. Создание данного эмулятора необходимо для обучения 
нейросетевого регулятора методом обратного пропуска ошибки через прямой нейроэмулятор. Продемон-
стрированную процедуру синтеза нейроэмулятора выделяют детерминированные выбор архитектуры и 
инициализация весовых коэффициентов нейронной сети. Данные о выборе архитектуры и о значениях 
инициализируемых весовых коэффициентов основаны на информации о нелинейной модели объекта 
управления. Учет нелинейных параметров модели объекта проводится благодаря введению в нейросете-
вой эмулятор блоков, выбранных для их аппроксимации. В результате получена нейронная сеть, способ-
ная имитировать поведение объекта на необходимом диапазоне управления. 
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Abstract. This article demonstrates the neural network emulator design process of the plant model - inverted 
pendulum on a movable base nonlinear model. A feature of this plant model is the unequal number of input 
and output channels. The design of this emulator is necessary in the future to train a neural network controller 
by the method of back-passing an error through a direct neuroemulator. A distinctive feature of the demon-
strated procedure for the neuroemulator design is the deterministic choice of architecture and initialization of 
the neural network weighting coefficients. The data on the choice of architecture and the values of the initial-
ized weighting coefficients are based on information about the non-linear plant model. The plant model non-
linear parameters are taken into account due to the introduction of blocks selected for their approximation into 
the neural network emulator. As a result, a neural network capable of simulating the behavior of the plant at 
the required control range is obtained. 
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Введение. Современные технические систе-
мы предъявляют повышенные требования к каче-
ству работы систем автоматического управления 
(САУ). Например, требуется удерживать переход-
ный процесс внутри области допустимых значе-
ний регулируемой величины. В этом случае воз-
можна ситуация с повышением качества уже 
имеющейся САУ благодаря учету нелинейных 
характеристик объекта при синтезе регуляторов. 
Одним из направлений, способствующих реше-
нию данного вопроса, может выступать внедре-
ние нейросетевых регуляторов (далее – нейроре-
гуляторов) [1]–[12]. Однако при их использова-
нии существует ряд не до конца формализован-
ных вопросов, к которым можно отнести 
определение архитектуры и инициализации весо-
вых коэффициентов нейронной сети [4], [11].  

В [5], [6] предложен алгоритм синтеза нейро-
регулятора с описанной процедурой выбора ар-
хитектуры нейронной сети и инициализации ве-
совых коэффициентов. Приведенный алгоритм 
может быть применен в случае уже сформирован-
ной САУ для линеаризованного варианта модели 
объекта управления. Алгоритм используется с це-
лью, например, повышения качества работы систе-
мы за счет учета нелинейных параметров модели 
объекта [5]. Для формирования нейрорегулятора 
используется информация о передаточной функции 
регулятора, полученного модальным методом, 
использующим полиномиально-матричное раз-
ложение объекта и регулятора (далее – полиноми-
альный регулятор). Однако при обучении данного 
нейрорегулятора возникает проблема формирова-
ния обучающей выборки для некоторых режимов 
работы нелинейной модели объекта. 

Так, например, в [6] предложен полиномиаль-
ный регулятор, который справляется с управле-
нием линеаризованной моделью объекта. Приме-
нение полученного полиномиального регулятора 
для модели объекта, содержащей нелинейности, 
позволяет управлять системой при перемещении 
подвижного основания не более чем на три метра. 
Обучение нейрорегулятора происходит за счет 
выборки, сформированной из работы полиноми-
ального регулятора для линеаризованной модели 

объекта. В данном случае улучшить показатели 
качества САУ, содержащей нейрорегулятор, ста-
новится проблематично. Для преодоления данно-
го вопроса предлагается использовать метод об-
ратного пропуска ошибки через прямой нейро-
эмулятор [7]–[10]. Его идея заключается в ис-
пользовании двух нейронных сетей: нейрорегуля-
тора (выполняет функцию регулятора) и нейро-
эмулятора (выполняет функцию модели объекта 
управления и необходима для вычисления гради-
ента ошибки нейрорегулятора при его обучении). 
В данной статье продемонстрирован процесс по-
лучения структуры и весовых коэффициентов 
нейроэмулятора, благодаря которым имитируется 
поведение объекта на требуемом диапазоне.  

Описание модели объекта «перевернутый 
маятник на подвижном основании». В данной 
статье рассмотрена система «перевернутый маят-
ник на подвижном основании» как многоканальная 
система. Системы такого вида – это классический 
пример неустойчивого объекта, который позволяет 
отрабатывать различные методики синтеза САУ [5], 
[6], [11], [13], [14]. Особенностью данных систем 
служит их неминимально фазовый характер. При 
этом управление данной системой усложняется в 
силу того, что количество входных каналов мень-
шее, чем количество выходных каналов.  

Из [5] возьмем нелинейную модель перевер-
нутого маятника на подвижном основании, кото-
рая описывается уравнениями 
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где m – масса маятника; l – длина стержня маят-
ника; Mt = M + m, M – масса тележки; 

 2 ,L I ml ml   I – момент инерции маятника 
относительно центра тяжести; θ – отклонение 
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маятника от вертикали; g – ускорение свободного 
падения; x – координата центра тяжести тележки 
(по горизонтальной оси – расстояние от центра 
тяжести); u – управляющее воздействие. Для 
удобства моделирования уравнения (1), (2) пре-
образуем к виду 

 

2

2

α αsinθcosθ θ sinθ;

θ sinθ θ sinθcosθ cosθ,

t t

t

mlx u a
M M

ab u
g M L

  


  



 
 (3) 

где 
2

1 cos θα 1 ,
t

ml
M L

    α ,
t

mlga
M L

  
α .gb
L

  В даль-

нейшем будем считать параметры объекта для 
случая, когда I = 0, m = 70 кг, M = 30 кг, l = 1 м, 
g = 10 м/с2. Тогда при θ → 0° и с учетом выбран-
ных параметров объекта введенные ранее коэф-
фициенты принимают следующие значения:  
α = 3.33; a = 23.3; b = 33.3. Структурная схема по 
системе уравнений (3) представлена на рис. 1. 

Данная модель объекта содержит нелинейные 
блоки в своем составе: операция умножения, три-
гонометрические функции sin, cos.  

Постановка задачи. Необходимо построить 
нейроэмулятор данной модели объекта для диапа-
зона перемещения мобильного основания на один 
метр. В дальнейшем полученное поведение регу-
лятора для перемещения объекта на один метр 

можно перенести и на большие расстояния с по-
мощью процедуры нормирования данных [11]. 

Получение нейроэмулятора. Для получения 
архитектуры нейронной сети преобразуем модель 
объекта от непрерывного к дискретному времени. 
Дискретизацию будем проводить с помощью 
процедуры «c2d» пакета программ MatLab с ме-
тодом дискретизации удержания нулевого поряд-
ка («zero-order hold»). Шаг дискретизации выби-
раем опытным путем (графики переходных про-
цессов дискретной и непрерывной модели разли-
чаются не более чем на 10 %). В данном случае 
выбран шаг дискретизации 0.01 с. Таким образом, 
в структурной схеме интеграторы представим в 
виде дискретных блоков 0.01(z–1)–1, которые со-
ответствуют нейронной сети, представленной на 
рис. 2 (процесс перехода от дискретного к 
нейросетевому виду описан в [5], [6]). 

Здесь input(t), output(t) ‒ входной и выходной 
каналы блока, w ‒ вектор весовых коэффициен-
тов, b ‒ вектор смещения. Представленная 
нейронная сеть состоит из одного слоя с одним 
нейроном. В нейронной сети присутствует обрат-
ная связь с задержкой на входе на один такт (сов-
падает с шагом дискретизации). В качестве функ-
ции активации используется линейная функция 
(purelin: f(x) = x).  

  
 

 
 

 
 

 

Рис. 1. Структурная схема нелинейной модели перевернутого маятника  
на подвижном основании 

Fig. 1. Block diagram of the nonlinear inverted pendulum on a movable base model 
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Рис. 2. Нейронная сеть, имитирующая блок 

интегратора в дискретном виде 
Fig. 2. Neural network simulating of the integrator  

block in discrete form 
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Каждый нелинейный блок (операция умноже-
ния, тригонометрические функции sin, cos), при-
сутствующий в структуре нелинейной модели 
объекта, заменен на нейронную сеть, представ-
ленную на рис. 3.  

Нейронная сеть содержит два слоя с четырьмя 
нейронами в первом слое и одним – во втором. 

В первом слое в качестве функции активации ис-
пользуется гиперболический тангенс (tansig: 
f(x) = th(x)), во втором – purelin. Данная архитек-
тура нейронной сети получена с учетом того, что 
задача аппроксимации сколь угодно сложной 
функции может быть решена с помощью нейрон-
ной сети с одним скрытым слоем [15]. Количе-
ство нейронов в скрытом слое выбиралось посте-
пенным наращиванием их числа до того уровня 
сложности, при котором аппроксимация на за-
данном диапазоне нелинейного блока обученной 
нейронной сетью достигает приемлемого уровня. 
Осуществлялось обучение «с учителем» [1], [7], 
[9], в качестве эталонной выборки данных ис-
пользовались данные, полученные на входе и вы-
ходе соответствующего блока нелинейности в 
структурной схеме (рис. 1). 

На рис. 4 приведены графики значений выхо-
дов блоков с нелинейностями из структурной 

 

 
 Рис. 3. Нейронная сеть, имитирующая  

нелинейные блоки модели объекта 
Fig. 3. Neural network simulating nonlinear blocks of the plant model 
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Рис. 4. Графики выходов нейросетевых блоков и блоков, реализующих функции:  
а ‒ sin; б ‒ cos; в ‒ возведения в квадрат 

Fig. 4. Graphs of outputs of neural network blocks and blocks implementing functions: 
а ‒ sin; б ‒ cos; в ‒ squarе 
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схемы объекта (рис. 1) и выходы соответствую-
щих им нейросетевых блоков (с архитектурой, 
представленной на рис. 3). 

Как видно из представленных графиков, 
нейросетевая модель блоков аппроксимирует 
функции на ограниченном участке данных. 
В дальнейшем это повлияет на ограниченность 
диапазона «адекватной» имитации нелинейного 
объекта нейронной сетью. 

Нейросетевое представление структурной 
схемы, продемонстрированной на рис. 1, полу-
чим, проведя вышеуказанные замены элементов 
структурной схемы (рис. 5). 

Здесь θ*(t), x*(t) ‒ выходы нейроэмулятора, 
соответствующие имитации угла перевернутого 
маятника θ(t) и положения подвижного основания 
x(t) нелинейной модели объекта соответственно. 
Представленная нейронная сеть содержит 13 сло-
ев с числом нейронов по слоям: 4–1–1–1–1–36–9–
12–2–1–1–1–1. В качестве функций активации по 
слоям используются tansig для 1, 6, 8, 9-го слоев. 

Для всех остальных слоев используется функция 
активации purelin. В нейронной сети присутству-
ют обратные связи, значит, данная сеть рекур-
рентная. На вход нейроэмулятора поступает 
управляющее воздействие u(t).  

Моделирование и обсуждение полученных 
результатов. Для оценки качества имитации объ-
екта с помощью нейросетевого эмулятора на 
рис. 6 приведены переходные процессы на выхо-
де объекта в ответ на поступающую на вход про-
изводную функции дельта: 

10, [0; 0.1],
δ( ) 10, (0.1; 0.2],

0, (0.2; ).

t
t t
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Выбор данного воздействия связан с целью 
замедления переходных процессов (объект до-
вольно быстро выходит из состояния равновесия 
при воздействии на него единичного ступенчато-
го воздействия или дельта-функции). 

 

  

  
Рис. 5. Нейросетевой эмулятор нелинейной модели объекта  

перевернутый маятник на подвижном основании 
Fig. 5. The nonlinear plant model inverted pendulum  

on a movable base neural network emulator 
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Рис. 6. Переходные процессы для моделей объекта и нейроэмулятора при воздействии δ( )t  

Fig. 6. Transients for plant and neuroemulator models under exposure δ( )t  
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Переходные процессы при воздействии δ( )t  
представлены на рис. 7. 

Как видно из рис. 6, 7, нейроэмулятор справ-
ляется с имитацией поведения объекта на огра-
ниченном промежутке состояний объекта. Ос-
новные ограничения накладываются на угол пе-
ревернутого маятника. Это может быть связано со 
скоростью падения маятника.  

Сделаем предположение, что при уменьшении 
угловой скорости перевернутого маятника «каче-
ство» имитации объекта с помощью эмулятора бу-
дет повышаться. При работе объекта в составе САУ 
(рис. 8) скорости падения маятника будут ниже.  

 

 
Рис. 8. Система автоматического управления 

объектом/нейрорегулятором 
Fig. 8. Automatic control system of the object/ 

neuroregulator 

WRx
(s) 

x(t) 

Объект/ 
нейроэмулятор 

θ(t) 

WRθ
(s) 

( )x t

 

Здесь ( )x t  ‒ задание на перемещение подвиж-

ной платформы;  2( ) 70.5 988.6
xRW s s s     

  2378.8 0.01s s   ‒ регулятор, предназначен-

ный для вывода подвижной платформы к требуе-

мому значению; 
θ

2( ) 506.6 5303.8RW s s s    

  29774.7 0.01s s   ‒ регулятор, предназна-

ченный для стабилизации перевернутого маятни-
ка в вертикальном положении. Они рассчитаны 
модальным методом, использующим полиноми-
ально-матричное разложение матричной пе-
редаточной функции объекта и регулятора, в [5]. 

Данная система рассматривается, так как в даль-
нейшем на основе используемого в ней регулято-
ра будет сформирован нейрорегулятор. 

В качестве целей управления для данных си-
стем ставился вывод подвижного основания в 
значение, определенное заданием ( ) ( ),x t x t  при 
этом одновременно также должна выполняться 
стабилизация перевернутого маятника в верти-
кальном положении θ(t) = 0. В качестве заданий 
поданы случайные значения, выбранные по рав-
номерному закону распределения и лежащие в 
пределах  – ;) .1( 1x t   

Для того чтобы убедиться в том, что нейро-
эмулятор справляется с имитацией поведения 
объекта в составе САУ, приведем графики пере-
ходных процессов для систем, содержащих в пер-
вом случае нелинейную модель объекта управле-
ния и во втором случае – нейроэмулятор. Для 
проведения экспериментов использовались пакет 
прикладных программ для технических вычисле-
ний MatLab R2021a и система имитационного 
блочного моделирования динамических систем 
Simulink ver. 10.3 (R2021a). Переходные процес-
сы на выходе САУ продемонстрированы на рис. 9 
для выходов систем x(t), x*(t) и на рис. 10 для вы-
ходов систем θ(t), θ*(t).  

Как видно из рис. 9, 10, переходные процессы 
для выходов двух вариантов САУ (с нелинейной 
моделью объекта и с нейроэмулятором) достаточно 
близки. Нейроэмулятор справляется с задачей ими-
тации поведения объекта для варианта перемеще-
ния подвижного основания в пределах одного мет-
ра. В дальнейшем будем использовать данную 
функцию нейроэмулятора для настройки нейроре-
гулятора методом обратного пропуска ошибки. 

 

                       
 
 
 

Рис. 7. Переходные процессы для моделей объекта и нейроэмулятора при воздействии –δ( )t  

Fig. 7. Transients for plant and neuroemulator models under exposure –δ( )t  
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Обсуждение результатов. На примере системы 
«перевернутый маятник на подвижном основании» 
продемонстрирована процедура синтеза нейросете-
вого эмулятора. Одна из особенностей данной про-
цедуры состоит в детерминированном способе 
определения структуры нейронной сети и инициа-
лизации ее весовых коэффициентов, исходя из ин-
формации о структуре нелинейной модели объекта 
управления. Проведена оценка имитации объекта 
нейроэмулятором для случаев: прямого воздействия 
на объект типовыми управляющими воздействия-

ми; работы объекта в составе САУ. Выявлена зави-
симость качества имитации объекта от угла и угло-
вой скорости перевернутого маятника.  

Данный нейросетевой эмулятор в дальней-
шем будет использован для обучения нейросете-
вого регулятора для режимов работы, находящих-
ся за пределами возможностей управления поли-
номиальным регулятором, что позволит расши-
рить возможности управления моделью объекта, 
содержащей нелинейности. 
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