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Аннотация. Приведены результаты исследований распределения плотности энергии электрического 
поля уединенной заряженной сферической частицы и системы из двух заряженных частиц сферической 
формы. На основе аналитического и численного расчета градиента пространственного распределения 
плотности энергии электрического поля вблизи поверхности сферической частицы определено распре-
деление плотности сил, действующих на единицу ее поверхности. Суммарная сила, приложенная к за-
ряженной сферической частице, определялась посредством интегрирования поверхностной плотности 
сил. Получены результаты численных расчетов сил, действующих в системе двух сферических частиц 
одинакового радиуса, расположенных на некотором расстоянии друг от друга, которым сообщены оди-
наковые по модулю заряды разных знаков. Полученные результаты показали, что сила, рассчитанная с 
использованием градиента плотности энергии, равна силе Кулона. 
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Abstract. This article presents the results of studying the density distribution of electric field of a solitary 
charged ball and a system of two charged spherical particles. The equal charges of different signs are trans-
ferred to particles. On the basis of analytical and numerical calculation of the gradient of spatial distribution of 
the electric field density near the surface of a spherical particle, the distribution of the density of forces acting 
per unit of its surface is determined. The total force applied to a charged spherical particle is determined by 
integrating the surface density of forces. The results of numerical calculations of forces acting in the system of 
two spherical particles of the same radius, located at a distance from each other, which have the same modulus 
charges of different sign, are presented. The results obtained indicate that the force calculated using the energy 
density gradient is equal to the Coulomb force. 
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Градиент плотности энергии электрического 
поля частицы как причина возникновения 
силы Кулона. Закон Кулона описывает взаимо-
действие зарядов, находящихся на значительном 
расстоянии друг от друга. Однако этот закон не 
объясняет, как может происходить такое взаимо-
действие, и в этом его главная проблема. Над ней 
размышлял еще Ньютон в отношении гравитацион-
ных сил, считая, что одно тело не может действо-
вать на другое «без взаимного прикосновения». 
Естественным образом появляется среда «эфир», 
через которую происходит это взаимодействие [1]–
[3]. Решению данной проблемы не помогает и тре-
тье уравнение Максвелла, которое утверждает, что 
вокруг любого заряда есть электрическое поле, 
напряженность которого выражается в силовом 
действии на заряды. 

Основанное на третьем уравнении Максвелла 
определение электрического поля приведено, в 
частности, в [4]: «Электрическое поле (ЭП) – вид 
материи, которая окружает каждый электриче-
ский заряд, а также возникает при наличии изме-
няющегося во времени магнитного поля и оказы-
вает силовое воздействие на все покоящиеся за-
ряды, притягивая или отталкивая их».  

Подобное определение можно уже рассматри-
вать как первый шаг в осознании того, что такое 
электрическое поле, однако вопрос о том, как по-
ле влияет на заряд, остается открытым.  

Решение этого вопроса возможно в случае, 
если сила возникает не из-за влияния другого за-
ряда (закон Кулона) или из-за действия поля на 
заряд (вышеприведенное определение), а из-за 
изменения в пространственном распределении 
энергии электрического поля самого тела, которое 
возникает при изменении внешних условий (по-
явление покоящиеся зарядов, изменение электро-
магнитных свойств в некоторых областях, пере-
менного магнитного поля). 

Покажем допустимость подобного подхода на 
простейших примерах. Для определения плотно-
сти энергии электрического поля ω будем исполь-
зовать формулу [5] 
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где ε – абсолютная диэлектрическая проницаемость 
среды; Е – напряженность электрического поля. 

Для определения силы f, действующей со 
стороны поля на каждую точку поверхности, бу-
дем использовать формулу [4] 

 grad .  f  (2) 

Силовое действие электрического поля на 
уединенную заряженную сферическую частицу. 
В этом случае заряд равномерно распределен по 
поверхности сферы, и возникающую силу обычно 
рассчитывают как силу кулоновского отталкивания. 

При проведении расчетов будем использовать 
сферическую систему координат – R, φ, θ (рис. 1). 
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Рис. 1. Сферическая система координат 

Fig. 1. Spherical coordinate system 
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Посмотрим, как изменяются в данном случае 
параметры электрического поля. Вокруг заряжен-
ной частицы присутствует электрическое поле, 
распределение напряженности которого можно 
найти по классической формуле [5] для точечного 
заряда q, расположенного в центре сферы (начале 
координат) (рис. 1):  
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Вокруг частицы образуется градиентное элек-
трическое поле. Его напряженность имеет только 
одну компоненту, направленную по радиусу, и 
убывает обратно пропорционально квадрату рас-
стояния. 

С учетом (3) выражение для плотности энер-
гии (1) распределенного вокруг частицы электри-
ческого поля можно записать в виде 
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Полное значение энергии заряженной сферы 
можно получить, вычислив тройной интеграл в 
сферической системе координат от плотности 
энергии электрического поля (4): 
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где R2 sin φ – определитель якобиана для сфери-
ческой системы координат (коэффициент мас-
штабирования); R0 – радиус частицы.  

На рис. 2 приведены пространственные распре-
деления нормированных значений потенциала (а) и 
плотности энергии (б) вокруг уединенной заряжен-
ной сферической частицы. Стрелками на данном 
рисунке указаны направления сил, приложенных к 
поверхности сферической частицы (б). 

На каждую точку поверхности уединенной 
заряженной частицы действует сила, которую 
можно определить, исходя из градиента плотно-
сти энергии (2) собственного ЭП этой частицы, 
приведенного к площади поверхности (коэффи-
циент R0/3): 
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В сферической системе координат все силы, 
действующие на поверхности уединенной заря-
женной сферической частицы, равны и направле-
ны перпендикулярно ее поверхности (рис. 2, б). 

В результате сумма этих сил равна нулю. При 
малых размерах частицы силы, которые прило-
жены к единице площади поверхности заряжен-
ной частицы, очень велики. При сохранении за-
ряда частицы сила, действующая на единицу ее 
поверхности, пропорциональна 4

01 ,R  т. е. очень 

быстро растет с уменьшением радиуса частицы. 
В частности, при заряде сферической частицы 
q = 3.6 · 10–6 Кл и ее радиусе R0 = 0.3 мм плот-
ность сил, приложенных к ее поверхности, соста-
вит 0.76 Н/м2. Если заряженная частица представ-
ляет собой каплю проводящей жидкости, возможен 
вариант, когда эти силы превышают силу поверх-
ностного натяжения. В результате капля распадает-
ся на капли меньшего размера (рэлеевская неустой-
чивость заряженной капли) [6]. 

Этот эффект, который обычно связывают с си-
лами кулоновского отталкивания, хорошо известен 
и часто используется при электрораспылении [7]. 

Покажем, как, используя теорию Максвелла, 
можно получить силу, действующую на заряженную 
сферическую частицу, возникающую за счет изме-
нения пространственного распределения плотности 
энергии ее электрического поля. В частном случае к 
изменению пространственного распределения плот-
ности энергии электрического поля частицы приво-
дит наличие другой заряженной частицы. 

Будем рассматривать простейший случай – 
две сферические частицы одинакового радиуса 
R0, расположенные на расстоянии D друг от дру-

га, которым сообщены одинаковые по модулю 
заряды разных знаков q. Эти частицы находятся в 
идеальной диэлектрической среде с относитель-
ной диэлектрической проницаемостью εотн = 1. 

 

           
 
 
Рис. 2. Пространственные распределения нормированных значений потенциала (а) и плотности энергии (б) 

Fig. 2. Spatial distributions of normalized values of potential (а) and energy density (б) 
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Эту задачу можно решить с использованием 
традиционного подхода, в котором для определе-
ния изменений в распределении потенциала вбли-
зи поверхности сферы необходимо разложить по 
сферическим функциям выражение для потенци-
ала невозмущенного электрического поля. В ре-
зультате распределение потенциала в окрестности 
сферы определяется рядом [5] 
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где R0 – радиус сферы; Un = RnSn, Sn – сфериче-

ская функция n-го порядка.  
Для получения результатов с использованием 

данного метода приходится использовать компь-
ютерные расчеты. Гораздо более наглядно выгля-
дит решение, полученное с помощью численного 
моделирования на математической модели, опи-
сывающей пространственное распределение па-
раметров электрического поля.  

Пространственное распределение потенциала 
U в однородном диэлектрике подчиняется урав-
нению Лапласа [5]: 

0.U   

Это уравнение необходимо дополнить соот-
ветствующими граничными условиями (значения 
напряжений на границах рассматриваемой обла-
сти и на поверхности проводящих элементов).  

Трехмерное численное моделирование реше-
ния уравнения Лапласа выполнялось с помощью 
программы ANSYS. 

Адекватность результатов, полученных числен-
ным моделированием, доказана с помощью сравне-
ния результатов аналитических и численных реше-
ний для уединенной заряженной сферы. В этом 
случае в численных экспериментах использовались 
граничные условия: на поверхности сферы U1 = 

= 100 В, на удаленных от области расчета поверх-
ностях U = 0. Относительная диэлектрическая про-
ницаемость диэлектрика εотн = 1. 

На рис. 3 показана зависимость напряженно-
сти электрического поля от радиуса сферы, заряд 

которой q = 3.3 · 10–6 Кл. Значения напряженно-
сти электрического поля в разных точках поверх-
ности сферы при численных решениях методом 
конечных элементов незначительно отличаются. 
Именно из-за этого на рисунке приведена кривая 
для средних значений напряженности электриче-

ского поля, которые получены на поверхности 
сферы, и определены допустимые отклонения. 
Среднее значение и отклонения от него вычисля-
лись по значениям функции в 36 точках, взятых 
произвольно на поверхности частицы. Отличия в 
значениях напряженности при правильном разби-
ении области расчета не превышают 1–2 %, что 
практически не сказывается на результатах расче-
тов сил, возникающих при изменении простран-
ственного распределения плотности энергии элек-
трического поля самой частицы, вызванного нали-
чием еще одной сферической заряженной частицей. 
Квадратиками на рис. 3 отмечены результаты, кото-
рые были получены аналитически. Максимальное 
отклонение полученных численным методом ре-
зультатов от результатов аналитического решения 
не превышает 2 %. 

На рис. 4 показана зависимость от радиуса 
частицы среднего значения плотности энергии 
электрического поля и отклонений него, точками 
отмечены результаты, которые были получены 
аналитически. На рис. 5 приведена зависимость 
от радиуса частицы среднего значения и отклоне-
ний него плотности сил, приложенных к поверх-
ности сферической частицы. 

Хорошее совпадение результатов численных 
и аналитических расчетов позволяет утверждать, 
что численная реализация математической моде-
ли решения уравнения Лапласа и определение на 
этой основе напряженности электрического поля 
и пространственного распределения сил, прило-
женных к поверхности, адекватно описывает 
реальные процессы и позволяет определить ин-
тересующие нас распределения в более сложных 
случаях. 

При расчетах пространственного распределения 
потенциала двух заряженных сферических частиц 
использовались следующие граничные условия:  

– на поверхности сфер U1 = 100 В, U2 = –100 В; 

– на удаленных от области расчета поверхно-
стях U = 0. 

Предварительные эксперименты показали, что 
расположение границ не оказывает влияния на ре-
шение задачи в случае, если расстояние до них бы-
ло равно трем расстояниям между частицами.  

На рис. 6 стрелками показано распределение 
напряженности электрического поля для частиц 
радиусом 0.3 мм при расстоянии между ними 
D = 2 мм. Для данного случая плотность электри-
ческих сил, приложенных к поверхности левой 
сферы, приведена на рис. 7, а пространственное 
распределение плотности энергии электрического  
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поля – на рис. 8. Из рис. 8 очевидно, что плот-
ность энергии и ее градиент выше в тех частях 

заряженных сферических частиц, которые нахо-
дятся напротив друг друга. В результате наличия 

 
 

 
 
 

Рис. 3. Результаты аналитического и численного 
определения зависимости напряженности электрического 

поля от радиуса частицы. Заряд сферы 3.3 · 10–6 Кл 
Fig. 3. The results of analytical and numerical calculation  

of the electric field strength dependence on the radius  
of a particle. Sphere charge is 3.3 · 10–6 C 
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Рис. 4. Результаты аналитического и численного 
определения зависимости от радиуса сферической 
частицы плотности энергии электрического поля  
на ее поверхности. Заряд частицы 3.3 · 10–6 Кл 

Fig. 4. Analytical and numerical calculations of the 
dependence of the electric field density of the sphere  
surface on its radius. Sphere charge is 3.3 · 10–6 C 
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Рис. 5. Результаты аналитического и численного 
определения зависимости поверхностной плотности  
сил электрического поля  fпов от радиуса сферической 

частицы. Заряд частицы 3.3 · 10–6 Кл 
Fig. 5. Analytical and numerical calculations of the 
dependence of the surface density of electric field  

forces fпов on the radius of a spherical particle.  

Sphere charge is 3.3 · 10–6 C 
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Рис. 6. Распределение напряженности электрического поля. R0 = 0.3 мм; D = 2 мм 

Fig. 6. Distribution of electric field strength. The radius of particles is 0.3 mm;  
the distance between them is 2 mm 
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этого градиента плотность сил, приложенных к 
этим поверхностям, выше по сравнению с проти-
волежащей поверхностью. Это видно также на 
рис. 7, где для наглядности приведена только ле-
вая сферическая частица. Стрелками показаны 
силы, приложенные к ее поверхности. На рис. 9 
показан случай для частиц радиусом 0.3 мм при 
меньшем расстоянии между ними (1 мм). Эти ре-
зультаты более наглядно демонстрируют отличия в 
распределении плотности энергии и ее градиента в 
разных областях поверхности частиц. 

Суммарная сила, действующая на заряжен-
ную частицу, определялась интегрированием 
плотности сил по поверхности сферы. Проведен-
ные расчеты показали, что сила, действующая в 
направлении оси OY, на два порядка больше, чем 
силы в перпендикулярных этой оси направлени-
ях. Появление сил в перпендикулярных направ-
лениях связано с особенностями построения сет-
ки при численном решении методом конечных  
 

  
Рис. 7. Графическое представление значений  
и направлений сил, приложенных к единице  
поверхности левой сферической частицы 
Fig. 7. Graphical representation of the values  

and directions of forces applied to the unit surface  
of the left spherical particle 
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разностей. На рис. 10 показаны зависимости от 
расстояния значений силы, действующей на ча- 
 

 

  
Рис. 8. Пространственное распределение плотности энергии электрического поля.  

R0 = 0.3 мм; D = 2 мм 

Fig. 8. Spatial distribution of the energy density of the electric field.  
R0 = 0.3 mm; D = 2 mm 
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Рис. 9. Пространственное распределение плотности энергии электрического поля.  
R0 = 0.3 мм; D = 1 мм 

Fig. 9. Spatial distribution of the energy density of the electric field.  
R0 = 0.3 mm; D = 1 mm 
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Рис. 10. Результаты аналитического и численного  
определения зависимости сил притяжения F  

от расстояния между центрами сферических частиц.  
Напряжения на их поверхностях: U1 = 100 В, U2 = –100 В 

Fig. 10. Analytical and numerical determination  
of the dependence of attraction forces F on the distance  

between the centers of spherical particles. Voltages  
on the surfaces: U1 = 100 V, U2 = –100 V 
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– моделирование; – расчет по закону Кулона 

 

стицу радиусом 0.3 мм при напряжении на по-
верхности сфер U1 = 100 В, U2 = –100 В. Кривая 
построена по результатам численных расчетов. 
Точки на рис. 10 показывают значения, получен-
ные по формуле Кулона. Отличия в результатах 
связаны с тем, что в задаче определяется сила, 
приложенная к объемной фигуре (сфере), а закон 
Кулона описывает силу взаимодействия между 
двумя точечными частицами. К тому же результа-
ты расчетов зависят от размеров элементов, на 
которые разбивается область расчета при числен-
ном моделировании. Особенно это влияние ска-
зывается вблизи поверхности частиц, поскольку 
значение плотности сил обратно пропорциональ-
но четвертой степени расстояния. При увеличе-
нии расстояния между сферическими частицами 
отличия в значениях силы, рассчитанной с помо-
щью численного моделирования и по закону Ку-

лона, уменьшаются. При расстоянии между сфе-
рическими частицами D > 5 мм значения, полу-
ченные с помощью численного моделирования и 
с использованием закона Кулона, отличаются ме-
нее, чем на 1 %.  

В ходе работы были проведены численные 
расчеты для частиц с разными радиусами с раз-
ными и одинаковыми знаками заряда. Во всех 
проведенных экспериментах значения сил, дей-
ствующих на частицу, рассчитанных с использо-
ванием градиента плотности энергии и по закону 
Кулона, отличались на 3 % и меньше.  

Заключение. Показано, что силы электрическо-
го взаимодействия возникают вследствие изменения 
пространственного распределения напряженности 
электрического поля в непосредственной близости 
от поверхности частицы и для их определения 
необходимо проинтегрировать по поверхности ча-
стицы градиент плотности энергии электрического 
поля, окружающего данную частицу. 

Выводы. Силу, действующую на каждую 
единицу поверхности заряженной сферической 
частицы, можно найти, используя выражение для 
градиента плотности энергии ЭП, окружающего 
данную частицу. 

1. Сила, действующая на каждую единицу по-
верхности сферической уединенной заряженной 
частицы, при сохранении ее заряда обратно про-
порциональна радиусу этой частицы в 4-й степени. 

2. Результирующая всех сил, действующих на 
поверхности уединенной заряженной частицы, 
равна нулю. 

3. Рассчитанная с использованием градиента 
плотности энергии сила, действующая в системе 
двух заряженных сферических частиц, равна силе 
Кулона. 
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