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Аннотация.  
Цель работы: Исследование возможности обнаружения совокупности сигналов в области их высокой 
корреляции с учетом шумовых сингулярных максимумов.  
Методы: Задача раздельного обнаружения сигналов решена на основе метода максимального правдо-
подобия с подстановкой Хелстрома и с учетом сингулярных шумовых максимумов. Изложены основы 
теории, представлены результаты модельных расчетов.  
Результаты: Рассмотрен основной фактор, ограничивающий возможность решения задачи. Он связан с 
сингулярностью корреляционной матрицы, получаемой при решении уравнений правдоподобия. При-
ведена статистика оценок амплитуд сигналов и значений шумовых сингулярных максимумов в зависи-
мости от отношения сигнал/шум. Приведены выражения, определяющие дисперсию амплитуд сигналов 
и дисперсию значений шумовых сингулярных максимумов. Показана структура шумовых сингулярных 
максимумов в области решений в зависимости от разности времен приема и уровня шума. Предложен 
метод ограничения области поиска максимума функционала отношений правдоподобия, который суще-
ственно улучшает возможности обнаружения сигналов. Представлены результаты модельных расчетов, 
иллюстрирующие эффективность использования предложенного метода.  
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Abstract.  
Purpose of the work: To study the possibilities of solving the problem of detecting a set of signals in the area of 
their high correlation, taking noise singular maxima into account. 
Methods: The problem of separate signal detection is solved on the basis of the maximum likelihood method 
with Helstrom substitution and taking noise singular maxima into account. The fundamentals of the theory are 
outlined, and the results of model calculations are presented. 
Results: The main factor limiting the possibility of solving the problem is considered. It is related to the singulari-
ty of the correlation matrix obtained by solving the likelihood equations. The statistics of estimates of signal 
amplitudes and values of noise singular maxima depending on the signal-to-noise ratio are presented. Expres-
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sions defining the dispersion of signal amplitudes and the dispersion of the values of noise singular maxima are 
given. The structure of noise singular maxima in the solution domain is shown depending on the difference in 
reception time and noise level. A method for limiting the search area of the maximum functional of likelihood 
ratios is proposed, which significantly improves the signal detection capabilities. The results of model calcula-
tions illustrating the effectiveness of the proposed method are presented. 
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Введение. Обнаружение сигналов, содержа-
щихся в принятой реализации – одна из основных 
статистических задач в радиотехнике. Наиболее 
полно она решена при известных параметрах 
сигнала, неизвестен лишь факт наличия сигнала в 
реализации [1]–[3]. Конечным результатом реше-
ния служат кривые обнаружения, позволяющие 
проводить оценку вероятности обнаружения сиг-
налов и ошибки в зависимости от отношения 
сигнал/шум при заданном значении ложной тре-
воги. При неизвестных параметрах сигналов ви-
доизменяется структура оптимального приемни-
ка, и пороговый уровень определяется дисперси-
ей шума в реализации [3]. Он устанавливается 
вне зависимости от наличия и количества в реа-
лизации сигналов. В этом случае шкала амплитуд 
на индикаторе может быть заменена шкалой ве-
роятности приема сигнала [3]. На основании кри-
терия разрешения Рэлея выделим две области 
решений задачи обнаружения сигналов: область 
высокой корреляции сигналов, когда критерий 
Рэлея не выполняется, и область низкой корреля-
ции, когда он выполняется. В настоящее время в 
промышленности, в литературе, в ультразвуковой 
диагностике [1]–[3] задача обнаружения сигналов 
решается, как правило, в области низкой корре-
ляции сигналов. Для двух и более сигналов реше-
ние характеризуется систематическими интерфе-
ренционными погрешностями, связанными с 
наличием боковых лепестков аппаратных функ-
ций. Решение задачи обнаружения в области вы-
сокой корреляции сигналов остается областью 
интенсивных исследований [4]–[8]. Даже не-
большие достижения в этой области приводят к 
существенным улучшениям характеристик ра-
диотехнических, ультразвуковых комплексов ап-
паратуры. Известное направление исследований, 
основанное на использовании альтернативных 
гипотез и связанное с переходом от функционала 

отношений правдоподобия к корреляционному 
интегралу, оказалось неудовлетворительным [7]. 
В этом случае реализуется, по существу, корре-
ляционная обработка сигналов с ее ограничения-
ми на разрешение. Следует отметить [9], в кото-
рой снимаются ограничения, связанные с аппа-
ратными функциями. В ней впервые представле-
ны выражения, определяющие раздельные 
статистики амплитуд двух сигналов. Это позволя-
ет для каждой статистики решить задачу раздель-
ного обнаружения сигналов на основе двух аль-
тернативных гипотез. Однако в ней не учитыва-
ется, что корреляционная матрица, определяющая 
решения уравнений правдоподобия, сингулярная. 
В результате сингулярности корреляционной мат-
рицы на поверхности функциональных зависимо-
стей (решений уравнений правдоподобия) возни-
кают максимумы вдоль диагональной линии, 
определяемой условием равенства времен приема 
двух сигналов 1 2( ).t t   Модуль коэффициента 
корреляции на указанной диагональной линии 
равен единице. Будем в дальнейшем называть эти 
максимумы шумовыми сингулярными [10], [11]. 
Выражение для дисперсии амплитуд шумовых 
сингулярных максимумов Рао–Крамера опреде-
ляет их структуру. Амплитуда указанных макси-
мумов существенно превышает оценки амплитуд 
сигналов и ограничивает возможности их раз-
дельного обнаружения. В связи с этим основную 
цель настоящей статьи представляет исследова-
ние возможности решения задачи обнаружения 
сигналов в области их высокой корреляции с учетом 
шумовых сингулярных максимумов. 

Основы теории. Запишем функционал отно-
шений правдоподобия для случая, когда в приня-
той реализации ˆ( )y t  содержится N – ультразву-
ковых сигналов и аддитивный нормальный шум 

шˆ ( )U t  со средним значением квадратурных ком-
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понент, равным нулю, дисперсией σ2 и интерва-
лом корреляции τk [4]: 
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где ˆnU  – комплексная амплитуда n-го сигнала; 
α – коэффициент затухания; ω0 – круговая резо-
нансная частота; tn – время приема n-го ультразву-
кового сигнала; T – длительность возбуждающего 
пьезокерамическую пластину радиоимпульса. 

Функционал отношений правдоподобия (1) 
является поверхностью в пространстве оценок 
параметров сигналов. Максимум поверхности 
определяет минимум функции риска и является 
критерием отбора оценок параметров сигналов. 
Однако непосредственное использование поверх-
ности функционала отношений правдоподобия 
для оценок параметров сигналов затруднено фак-
тором неоднозначности [10], [11]. В разрезе по-
верхности по координатам время приема сигнала 
отмечается периодичность, и поверхность функ-
ционала характеризуется большим количеством 
локальных максимумов. Для исключения неодно-
значности преобразуем функционал отношений 
правдоподобия на основе подстановки Хелстрома 
[10], [11]. Дифференцируя (1) по амплитудам сиг-
налов и приравнивая дифференциалы нулю, мож-
но получить уравнения правдоподобия. Запишем 
их в векторном виде: 
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ˆ ( )U λ  – вектор комплексных оцениваемых ам-
плитуд ультраакустических сигналов. 

Решая уравнения правдоподобия (2), получим 
функциональные соотношения, определяющие 
комплексные амплитуды сигналов: 

 1ˆ ˆ( ) ( ) ( ).R b  U λ λ λ  (3) 

Подставим полученные функциональные со-
отношения в функционал (1). В результате полу-
чим преобразованный функционал отношений 
правдоподобия, зависящий лишь от неэнергети-
ческих параметров сигналов: 
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Данное выражение совместно с выражением 
(3) служит основой решения статистических за-
дач в радиотехнике. Положение максимума по-
верхности (4) определяет раздельные оценки не-
энергетических параметров сигналов. Их подста-
новка в (3) определяет раздельные оценки ком-
плексных амплитуд сигналов, содержащихся в 
реализации. На рис. 1 показана поверхность пре-
образованного функционала отношений правдо-
подобия в пространстве оценок времен приема 
двух сигналов. По вертикали отложены значения 
этой поверхности в относительных единицах, по 
горизонтальным осям – оценки времен приема в 
миллисекундах. Отмечается наличие основного и 
зеркального максимумов поверхности. Положе-
ние каждого из этих максимумов определяет раз-
дельные оценки времен приема двух сигналов. 
Значения максимумов определяют совокупную 
энергию двух сигналов. Значения оценок времен 
приема двух сигналов позволяет, в соответствии с 
(3), определить комплексные амплитуды двух 
сигналов и создать решающую статистику для 
задачи раздельного обнаружения двух сигналов. 
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Рис. 1. Поверхность преобразованного 
функционала отношений правдоподобия 
в пространстве оценок времен приема  

двух сигналов. Отношение сигнал/шум – 5 дБ 
Fig. 1. Surface of the transformed functional  

of the likelihood ratio in the space of estimates  
of the reception times of two signals.  

The signal-to-noise ratio is 5 dB 
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На рис. 2 показана поверхность функциональ-

ной зависимости 1 1 2ˆ ( , )U t t   в пространстве оценок 
времен приема двух сигналов. По вертикали отло-
жены значения поверхности в относительных еди-
ницах. Рис. 2 иллюстрирует наличие на поверхно-
сти 1 1 2ˆ ( , )U t t   сингулярных максимумов, возника-
ющих в результате сингулярности корреляцион-
ной матрицы в выражении (2), вдоль диаго-
нальной линии. Диагональная линия определена 
условием 1 2.t t   Наличие сингулярных макси-
мумов – это фактор, препятствующий оценке ам-
плитуд сигналов, а следовательно, и решению 
задачи обнаружения совокупности сигналов. 
 

 
  
Рис. 2. Поверхность функциональной зависимости 

1 1 2
ˆ ( , )U t t   в пространстве оценок времен приема 
двух сигналов. Отношение сигнал/шум – 5 дБ 
Fig. 2. Functional dependence surface 1 1 2

ˆ ( , )U t t   
in the space of estimates of the reception times  
of two signals. The signal-to-noise ratio is 5 dB 
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Анализ выражения для дисперсии оценок ам-
плитуд Рао–Крамера подтверждает вышеприве-
денное утверждение. В области высокой корреля-
ции для случая двух сигналов в реализации дис-
персия оценок амплитуд Рао–Крамера явно зави-
сит от коэффициента корреляции. Определим эти 
дисперсии согласно [1], [2] на основе информа-
ционной матрицы Фишера: 
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T f t t dt    – эквивалентная дли-

тельность сигнала; Nэкв – количество некоррели-
рованных отсчетов шума на интервале Tэкв; 

1 2t t     – разность времен приема; 1 2ˆ( , )R t t    
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    – коэффициент кор-

реляции по времени приема двух ультразвуковых 
сигналов. 

Дисперсия шумовых сингулярных максиму-
мов определяется выражением, аналогичным вы-
ражению (5). Она имеет линейную зависимость 
от дисперсии шума на входе блока обработки и 
обратную зависимость от коэффициента корреля-
ции шˆ ( ) .R   Однако значение коэффициента кор-

реляции определяется не различием двух сигна-
лов в реализации, а структурой сингулярного 
шумового максимума. Определим структуру дис-
персии шума, определяемого сингулярными мак-
симумами, следующим выражением: 
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Представление о структуре шˆ ( )R   можно по-
лучить на основе статистики, представленной на 
рис. 5 и 6. Таким образом, возможность решения 
задачи обнаружения сигналов в областях как вы-
сокой, так и низкой корреляции связана с анали-
зом статистик оценок амплитуд сигналов и стати-
стик шумовых сингулярных максимумов. 

Результаты модельных исследований. Пред-
ставим результаты модельных исследований, ка-
сающихся возможностей обнаружения двух сиг-
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налов, содержащихся в принятой реализации в 
области их высокой корреляции. Оценим рабочую 
область решений, исходя из точности оценки па-
раметров сигналов.  

 

 
 
 
 

Рис. 3. Статистика оценок времен приема 
ультразвуковых сигналов в зависимости от отношения 
сигнал/шум. Модельные значения времен приема: 0.5  
и 0.52 мс. Разрешение выше рэлеевского в 10 раз 

Fig. 3. Statistics of estimates of ultrasonic signal reception 
times depending on the signal-to-noise ratio. Model values  

of reception times are 0.5 and 0.52 ms. The resolution  
is 10 times higher than Rayleigh's criterion 

  –15    –10       –5          0         5         10        15       20 
Отношение сигнал/шум, дБ 

0.58 

0.56 

0.54 

0.52 

0.50 

0.48 

0.46 

0.44 

О
це
нк
и 
вр
ем
ен
и 
пр
ие
ма

, м
с 

 

Рабочей областью отношений сигнал/шум 
при оценке времен приема, в соответствии с 
рис. 3, служит область от Uc/Uш = –5 дБ и выше. 
В этой области погрешность оценок времен при-
ема не превышает 5 %. 

 

 
 
 

Рис. 4. Статистика оценок амплитуд сигналов 
в зависимости от отношения сигнал/шум 

Fig. 4. Statistics of estimates of signal amplitudes  
depending on the signal-to-noise ratio 
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На рис. 4 показано аналогичное построение 
для оценок амплитуд сигналов в относительных 

единицах. Оценки амплитуд имеют распределе-
ние Райса при фиксированном значении отноше-
ния сигнал/шум. Дисперсия оценок амплитуд 
сигналов изменяется согласно выражению (6). 
Рабочую область можно оценить значением от-
ношений сигнал/шум от 0 дБ и выше. В ней по-
грешность амплитуд не превышает 10 %. Рабочая 
область при оценке времени приема больше, чем 
при оценке амплитуд сигналов, что связано с 
наличием шумовых сингулярных максимумов на 
поверхности функциональных зависимостей.  

 

 
 
 
 
Рис. 5. Статистика значений шумовых сингулярных 
максимумов в зависимости от отношения сигнал/шум 
Fig. 5. Statistics of the values of noise singular maxima 

depending on the signal-to-noise ratio 
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Статистика значений шумовых сингулярных 

максимумов в зависимости от уровня шума пред-
ставлена на рис. 5 в относительных единицах. 
Дисперсия увеличивается при уменьшении отно-
шения сигнал/шум. При отношении сигнал/шум, 
увеличивающемся от 0 дБ, и амплитуде сигнала, 
равной единице, можно ожидать вероятности об-
наружения от 50 % и выше. Этой областью отно-
шений сигнал/шум определяется возможность ре-
шения задачи раздельного обнаружения двух сиг-
налов. Уровень сингулярных шумовых максиму-
мов в этой области меньше амплитуды сигнала. 
Сравнивая статистики амплитуд сигналов и значе-
ний шумовых сингулярных максимумов на рис. 4 
и 5, можно сделать вывод о существенном влиянии 
шумовых сингулярных максимумов на решение 
задачи обнаружения сигналов. Дисперсия квадра-
турных компонент значений шумовых сингуляр-
ных максимумов соответствует выражению (7). 

На рис. 6 представлена информация о струк-
туре коэффициента корреляции шˆ ( ) .R   Шумо-
вые сингулярные максимумы имеют максималь-
ные значения при малых разностях оценок времен  
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Рис. 6. Статистика значений шумовых сингулярных  

максимумов в зависимости от модуля разности времен 
приема сигналов 1 .t t     Основные сингулярные  

максимумы находятся в области 0…0.01 мс 
Fig. 6. Statistics of the values of noise singular maxima  
depending on the modulus of the signal reception time  

difference 1 .t t     The main singular maxima  
range within 0…0.01 ms 
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приема шума. Следовательно, отсчеты шума, ко-
торые преобразуются программой в два сингу-
лярных максимума, имеют коэффициенты корре-
ляции шˆ ( ) ,R   близкие к единице. Это позволяет 

ограничить область поиска решений при разре-
шении сигналов сверху. Например, если диапазон 
значений модуля разности оценок времен приема 
сигналов, равный 0…0.01 мс, исключить из обла-
сти поиска решений, тогда основная часть сингу-
лярных максимумов окажется вне области реше-
ний. Это позволяет существенно улучшить обна-
ружение сигналов в области высокой корреляции. 

На рис. 7 показана статистика амплитуд сиг-
налов и статистика шумовых сингулярных мак-
симумов при отношении сигнал/шум 0 дБ и вы-
сокой разрешающей способности. По вертикали 
отложены оценки амплитуд сигналов и оценки 
значений шумовых сингулярных максимумов в 
относительных единицах. Штриховая линия 
определяет пороговый уровень, ограничивающий 
значения шумовых сингулярных максимумов. 
Анализ статистик дает следующее. При вероят-
ности ложной тревоги 5 % вероятность обнару-
жения первого и второго сигналов равна 0 %. Ес-
ли исключить область малых значений модуля 
разности времен приема сигналов, при поиске 
максимума преобразованного функционала от-
ношений правдоподобия, тогда возможность об-
наружения сигналов увеличивается. 

 
 
 
 
Рис. 7. Статистика амплитуд и времен приема двух 

сигналов (выделены прямоугольниками) и статистика 
значений шумовых сингулярных максимумов  

(точки вне прямоугольников). Разрешение выше 
рэлеевского в ≈10 раз. Модельное значение  

отношения сигнал/шум 0 дБ 
Fig. 7. Statistics of the amplitudes and reception times  
of two signals (highlighted by rectangles) and statistics 
of the values of noise singular maxima (points outside  

the rectangles). The resolution is higher than  
the Rayleigh’s criterion ≈10 times. The model value  

of the signal-to-noise ratio is 0 dB 
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Рис. 8. Статистика амплитуд и времен приема двух 

сигналов (выделены прямоугольниками) и статистика 
значений шумовых сингулярных максимумов  
(точки вне прямоугольников) с ограничением  

области поиска решений 
Fig. 8. Statistics of the amplitudes and reception times 
of two signals (highlighted by rectangles) and statistics 

of the values of noise singular maxima (points outside the 
rectangles) with a limitation of the search area of solutions 
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На рис. 8 показаны статистики амплитуд сиг-

налов и шумовых сингулярных максимумов при 
ограничении области поиска решений условием 
τ ≥ 0.01 мс. Анализ статистик дает следующее. 
При вероятности ложной тревоги 5 % вероятно-
сти обнаружения первого и второго сигналов 
≈100 %. Пороговый уровень, отмеченный штрихо-
вой линией при введенном ограничении суще-
ственно уменьшился. Даже при низкой корреляции  
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Рис. 9. Статистика амплитуд и времен приема двух 

сигналов (выделены прямоугольниками) и статистика 
значений шумовых сингулярных максимумов  

(точки вне прямоугольников). Разрешение равно 
рэлеевскому пределу. Модельное значение  

отношения сигнал/шум – 0 дБ 
Fig. 9. Statistics of the amplitudes and reception times  
of two signals (highlighted by rectangles) and statistics 
of values of noise singular maxima (points outside the 

rectangles). The resolution is equal to the Rayleigh limit. 
The model value of the signal-to-noise ratio is 0 dB 
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Рис. 10. Статистика амплитуд и времен приема двух 
сигналов (выделены прямоугольниками) и статистика 

значений шумовых сингулярных максимумов  
(вне области прямоугольников) с ограничением 

области поиска решений 1 0.01t t    мс 
Fig. 10. Statistics of the amplitudes and reception times 

of two signals (highlighted by rectangles) and statistics of 
the values of noise singular maxima outside the rectangles) 

with a limitation of the search area of 1 0.01t t    ms 

 0.45    0.50        0.55      0.60       0.65       0.70     0.75 
Время приема сигналов, мс 

1.4 

1.2

1.0 

0.8

0.6 

0.4 

0.2 

0 

О
це
нк
и 
зн
ач
ен
ий

 

 
 

 

сигналов сингулярные максимумы ограничивают 
решение задачи обнаружения. Так, например, на 

рис. 9 показана статистика амплитуд в относи-
тельных единицах при разности времен приема 
0.2 мс, что соответствует рэлеевскому пределу, и 
статистика значений шумовых сингулярных мак-
симумов в относительных единицах. При порого-
вом уровне, определяемом вероятностью ложной 
тревоги 5 %, вероятность обнаружения первого и 
второго сигналов равна 0 %. Мешают сингуляр-
ные шумовые максимумы, которые концентри-
руются вблизи линии сингулярности, определяе-
мой временем приема 0.6 мс. 

При ограничении области поиска решений 
условием 1 0.01t t    мс основное количество 
шумовых сингулярных максимумов будет исклю-
чено. В этом случае пороговый уровень уменьша-
ется в 5 раз и вероятности обнаружения сигналов 
оказались близки к 100 % (рис. 10). 

Основные результаты. В настоящей статье 
представлены основные особенности решения 
задачи раздельного обнаружения сигналов в об-
ласти их высокой корреляции. Они связаны с 
сингулярностью корреляционной матрицы, опре-
деляющей решение системы уравнений правдо-
подобия, которая ограничивает возможности ре-
шения задачи раздельного обнаружения сигналов. 
Получены следующие результаты. 

1. Показано наличие шумовых сингулярных 
максимумов на поверхности функциональных 
зависимостей, получаемых при решении уравне-
ний правдоподобия. 

2. Приведены выражения, определяющие 
дисперсии амплитуд сигналов и значений шумо-
вых сингулярных максимумов.  

3. Показан специфический вид структуры 
сингулярных максимумов в зависимости от моду-
ля оценок разности времен приема шума. 

4. Предложено для повышения эффективности 
решения задачи раздельного обнаружения сигналов 
ограничить область поиска максимума функциона-
ла отношений правдоподобия условием 1 ,t t c    
где c – область возможного ограничения. Она 
меньше, чем разность времен приема сигналов. 

5. Показано, что при использовании метода 
ограничения области поиска решений, пороговый 
уровень, характеризующий шумовую составляю-
щую, может быть уменьшен в 2…5 раз. 
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