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Аннотация. В статье рассматривается задача восстановления данных по известным значениям в узлах 
равномерной сетки в многомерном случае. Предложен эффективный вычислительный алгоритм восста-
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личества операций от параметров задачи. Программная реализация алгоритма выполнена в стандарте 
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Восстановление данных является составной 
частью решения различных задач в таких обла-
стях, как компьютерная графика, промышленное 
проектирование, обработка сигналов и многие 
другие (см., например, [1]−[3]). Представляется 
актуальным поиск и реализация эффективных 
параллельных алгоритмов для решения задачи 
восстановления данных.  

Статья посвящена вычислительным аспектам 
решения задачи восстановления данных в много-
мерном случае. Рассматривается, как и в преды-
дущей работе авторов [4], параллельная реализа-
ция алгоритма В. В. Жука [5]. Отметим также [6], 
где исследуются вопросы параллельной реализа-
ции похожих алгоритмов восстановления данных.  

При проектировании алгоритмов важно вы-
явить те части, которые могут выполняться па-
раллельно, и то, как будут использоваться имею-
щиеся в распоряжении вычислительные ресурсы. 
Широко изучаемым в литературе (см., например, 
[7]−[9]) инструментом для решения поставлен-
ных вопросов являются модели параллельных 
вычислений, которые отражают ключевые осо-
бенности некоторого класса целевых архитектур. 
С другой стороны, возможность эффективной реа-
лизации на том или ином классе целевых архитек-
тур зависит от характеристик алгоритма. Посколь-
ку для рассматриваемого алгоритма характерен 
параллелизм по данным, выбрана модель массово-
го параллелизма, описываемая стандартом Open 
CL (Open Computational Language) [10]. 

Обозначения. В дальнейшем        – 
множества вещественных, целых, целых неотри-
цательных, натуральных чисел соответственно. 
Если A – некоторое множество, n , то 

nA A … A    (n раз). Если a , то n a  
( )a … a   . Пусть рассматривается некоторая ве-

личина nx   тогда kx  (k = 1, …, n) обозначает 

k -ю координату. Пусть na b    тогда запись 
a ≤ b (a < b) означает, что ak ≤ bk (ak < bk) при 
каждом k = 1, …, n, ab = (a1b1, …, anbn), если 

,f     то 1( ) ( ( ) ( )),nf a f a … f a    
1

,
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i
i

a a

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если дополнительно bk ≠ 0 (k = 1, …, n), то 

1 1( ).n na b a b … a b    Пусть na , ,nb то-

гда 1 1mod ( mod mod )n na b a b … a b   . Если 
na b a b      то [a : b] – множество точек 

,nx  удовлетворяющих неравенствам a ≤ x ≤ b.  

Ядро В. А. Стеклова определяется следую-
щим образом (см., например, [5]). Положим при 
t , h > 0, r  
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Пусть известны значения функции ϕ, принад-
лежащей некоторому классу гладкости, в узлах 

( ){ },ku kh  [ ]n nk K  0 1 , nK  , nh  0 , 
прямоугольной равномерной сетки. Сетку с из-
вестными значениями в узлах будем называть 
крупной сеткой. Необходимо приближенно найти 
неизвестные значения функции ϕ между задан-

ными узлами. Считаем, что узлы ( ){ },mv mt  

[ ],n nm M  0 1  nM  , t > 0n, в которых тре-
буется найти значения, также расположены рав-
номерно. Такую систему узлов будем называть 
мелкой сеткой. Будем считать, что крупная сетка 

является подмножеством мелкой сетки и ,nN   
таким, что N – 1n узлов мелкой сетки содержится 
строго между смежными узлами крупной сетки. 
Множество из N  точек мелкой сетки, содержащее-
ся между узлами крупной, будем называть ячейкой.  

На рис. 1 приведен пример крупной и мелкой 
сеток для случая n = 2. 
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Рис. 1. Крупная и мелкая сетки 

Fig. 1. Coarse and fine nets 
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Алгоритм восстановления данных. Восста-
новление значения в произвольном узле x мелкой 
сетки функции ϕ, удовлетворяющей определен-
ным условиям гладкости, выполняется следую-
щим образом [5]: 

    ( ) ( )

( )n

n

K r

h r
k k

h r
k

g x

u x u
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

 
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2

2
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Рис. 2. Модель гетерогенной вычислительной системы 
Fig. 2. Model of heterogeneous computing system 
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где ( ) 2 ( ) 2n n n
K r r K r

               1 1 1 , 

nr  . 
Из (1) следует, что для вычислений могут быть 

нужны дополнительные узлы по краям исходной 
сетки. Способы выбора значений в этих узлах зави-
сят от специфики задачи, для которой применяется 
(1), и в данной работе не рассматриваются.  

Схема вычислений в модели Open CL. 
Open CL – открытый и широко применяемый 
стандарт для вычислений общего назначения в 
гетерогенных (неоднородных) системах (см., 
напр., [11]−[13]). Одним из известных примеров 
гетерогенных систем служат системы, содержа-
щие в своем составе графические процессоры 
(GPU – Graphic Processor Unit). Такие системы, в 
силу архитектурной специфики, хорошо подходят 
для эффективной реализации задач, обладающих 
массовым параллелизмом. Вычислительные систе-
мы с GPU в настоящее время находят применение 
не только для графического рендеринга, но и для 
эффективного выполнения различных вычислений 
общего назначения [12]–[14].  

Модель гетерогенной вычислительной систе-
мы в стандарте Open CL состоит из управляюще-
го процессора (Host) и вычислителей (Compute 
Device), содержащих, в свою очередь, модули 
(Compute Unit), которые включают в себя рабочие 
элементы (Work Item). Представление вычисли-
тельной платформы в Open CL показано на рис. 2.  

Иерархия памяти вычислителей показана на 
рис. 2. Всем рабочим элементам доступна гло-
бальная память. Через глобальную память также 
происходит обмен данными с памятью управля-

ющего процессора. Каждый модуль обладает ло-
кальной памятью, к которой имеют доступ его 
рабочие элементы. Каждый рабочий элемент име-
ет внутреннюю память (регистры), доступную 
только ему.  

Исполняемая программа, разработанная в 
стандарте Open CL, содержит вычислительные 
ядра (kernels), выполняющиеся параллельно в 
режиме SIMD на рабочих элементах, и управля-
ющую программу, которая определяет контекст и 
управляет запуском вычислительных ядер.  

Все рабочие элементы организованы в Open CL 
в рабочее пространство – n-мерную решетку, размер 

которой обозначим NDRange n . Помимо этого, 
решетка разбивается на рабочие группы, их размер 

обозначим NDWorkGroup n .  
Для каждого рабочего элемента определены:  

• GlobalID [0 NDRange ]n  1  – индекс вы-
числительного элемента; 

• LocalID [0 NDWorkGroup ]n  1  – индекс 
вычислительного элемента в рабочей группе.  

На рис. 3 приведен пример двумерного рабо-
чего пространства.  

Описание параллельного вычислительно-
го алгоритма восстановления данных. Введем 
следующие обозначения:  

• F – массив известных значений функции ϕ в 
узлах крупной сетки;  

• nrG 2  – массив значений аппроксимирую-

щей функции в узлах мелкой сетки, вычисленных 
по формуле (1);  

Рис. 3. Двумерное рабочее пространство в модели Open CL 
Fig. 3. Two-dimensional work range in Open CL 
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• nr


2
 – массив значений ядер В. А. Стек-

лова порядка r + 2n. 

Пример ядра порядка (4, 4) для N = (4, 4) 

представлен на рис. 4. 

Далее приведены выражения для формирова-

ния искомых значений в узлах мелкой сетки. 

Пусть ,m M  2 nr   , тогда  

[ 2]

[ ] ( )n

n
r

p Pi r

G m F m N ip s p


  

        2
0

 

  mod ( ( ))nr
m N ip s p N


     

2
 (2) 

где { { 11} 1 }n
lP p p l … n          , s(t) = 

( 1) 2t   ( t ).  

При вычислениях по формуле (2) требуется 

( 2 )2n nM r 1  умножений и ( 2 )2 1n nM r
 

  1  

сложений.  

Заметим, что в (2) каждое произведение из-

вестного значения в узле крупной сетки и значе-

ний ядер в узлах мелкой сетки используется не-

сколько раз при формировании результатов в не-

скольких соседних ячейках крупной сетки. Ис-

пользуя этот факт, можно сократить количество 

операций. Предложена следующая двухэтапная 

вычислительная схема. 

1. Вычисление для k-го, k [ ],n nK  0 1  из-

вестного значения функции элементов массива 

произведений [ ] [ ] [ ]nr r
k l F k l


   

2
, ( [ nl 0

( 2 ) ]nr N1 ). Выполняется ( 2 )nK N r   1  

умножений.  

2. Выбор и суммирование полученных на 

предыдущем шаге произведений для формирования 

результирующих значений в узлах мелкой сетки. 

Выполняется ( 2 )2 1n nM r
 

  1  сложений.  

Таким образом, за счет переиспользования 

произведений при применении вычислительной 

схемы количество умножений сокращается почти 

в 2n раз.  

Опишем программную реализацию парал-

лельного вычислительного алгоритма восстанов-

ления данных в стандарте Open CL в двумерном 

случае. Из памяти управляющего процессора в 

глобальную память вычислителя загружаются 

следующие данные:  

– массив значений в узлах крупной сетки;  

– предварительно инициализированный мас-

сив значений ядра порядка r + 22. 

Результирующие значения в узлах мелкой 

сетки выгружаются управляющим процессором 

из глобальной памяти вычислителя по заверше-

нии работы вычислительных ядер на рабочих 

элементах.  

Программная реализация рассмотренного ал-

горитма в двумерном случае включает в себя 

2 вычислительных ядра, соответствующих этапам 

схемы вычислений. Первое вычислительное ядро 

(kernel_prod) выполняется в рабочем про-

странстве размером K, для второго ядра 

 

(4,4) 1 2[ , ]l l
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 1l  
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2l  
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Рис. 4. Ядро при r = (2,2) и N = (4,4) 

Fig. 4. Kernel for r = (2,2) and N = (4,4) 
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(kernel_sum) удобно выбрать рабочее про-

странство размера M. Далее приведено описание 

разработанных вычислительных ядер.  

kernel_prod  

Выполняется в каждой точке крупной сетки. 

Каждый рабочий элемент получает значение в 

точке крупной сетки из глобальной памяти по 

индексу globalID .  

На выходе в глобальной памяти формируются 

массивы произведений в ячейках мелкой сетки, 

соответствующие каждой точке крупной сетки.  

 
Рис. 5. Пример восстановленной поверхности 

Fig. 5. Example of recovered surface 
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Рис. 6. Исходные данные для восстановления 

Fig. 6. Raw data for recovering 
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kernel_sum  
Выполняется в каждой точке мелкой сетки. 

Получает из глобальной памяти массив произве-
дений.  

Каждый рабочий элемент записывает полу-
ченное в соответствии с (2) значение в своей точ-
ке мелкой сетки в глобальную память по индексу 
globalID .  

Пример восстановления поверхности при 
(2 2) (4 4)r N      представлен на рис. 5. Ис-

ходные данные при (16 16)K    – на рис 6.  
В статье предложена схема вычислений для ал-

горитмов восстановления данных в узлах равно-

мерной сетки в многомерном случае, которая поз-
воляет сократить количество арифметических опе-
раций. Оптимизация достигнута за счет преобразо-
вания сумматорного оператора, построенного на 
базе ядер В. А. Стеклова, к виду, удобному для вы-
полнения вычислений в модели массового паралле-
лизма. Показан выигрыш в количестве операций в 
зависимости от параметров задачи. Корректная ра-
бота описанной программной реализации двумер-
ного случая подтверждена результатами тестирова-
ния на восстановлении поверхностей. 

Участие в исследованиях канд. физ.-мат. наук 
Г. Ю. Пуерова поддержано грантом РНФ № 18-
11-000555. 
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