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В. В. Путов, И. Г. Полушин, В. В. Лебедев, А. В. Путов 

Обобщение метода мажорирующих функций в задачах 
адаптивного управления нелинейными динамическими 
объектами 

Рассматриваются вопросы связи и обобщения методов скоростного градиента и мажорирующих функций 

в построении беспоисковых адаптивных систем управления нелинейными динамическими объектами с 

функционально-параметрической неопределенностью, базирующиеся на нелинейной параметризации не-

определенных нелинейных правых частей, описывающих эти объекты дифференциальных уравнений. 

Нелинейные динамические объекты с функционально-параметрической  

неопределенностью, беспоисковые адаптивные системы с мажорирующими функциями, 

метод скоростного градиента, расширенное условие достижимости, 

обобщение метода мажорирующих функций 

Большинство подходов в построении беспоис-
ковых алгоритмов адаптивного управления нели-
нейными нестационарными динамическими объ-
ектами, описываемыми обыкновенными диффе-
ренциальными уравнениями, основано на предпо-
ложении, что неизвестны только параметры 
уравнений при условии ограниченности областей 
и скоростей их изменения, а вид самих правых 
частей дифференциальных уравнений объектов 
точно известен и используется в построении зако-
нов управления алгоритмов адаптации [1], [2]. 
Пожалуй, наиболее обобщающим методом по-
строения адаптивных алгоритмов этого класса яв-
ляется метод скоростного градиента [3], [4], обоб-
щающий многие известные беспоисковые алго-
ритмы адаптивного управления, в том числе нели-
нейными механическими объектами. 

В [5], [6] предложен метод построения беспо-
исковых адаптивных алгоритмов с так называемы-
ми мажорирующими функциями для управления 
нелинейными динамическими объектами с функ-
ционально-параметрической неопределенностью, 
когда не только считаются неизвестными парамет-
ры, но и игнорируется точный вид функций, опи-
сывающих правые части нелинейных дифференци-
альных уравнений объектов. Построение таких 
алгоритмов предполагает приближенную нелиней-
ную параметризацию (замену) неизвестных или 
слишком сложных либо не поддающихся аналити-

ческому описанию нелинейных функций объектов 
специально вводимыми более простыми в реализа-
ции оценочными функциями переменных состоя-
ния объектов. Эти функции «мажорируют» правые 
части дифференциальных уравнений объектов в 
том смысле, что их скорости роста при бесконеч-
ном возрастании аргументов сравнимы или пре-
вышают скорости роста последних.  

Платой за переход от точных алгоритмов ско-
ростного градиента к приближенным алгоритмам 
с мажорирующими функциями служит отказ от 
требования асимптотической устойчивости и пе-
реход к более слабым требованиям диссипатив-
ности адаптивных систем (свойстве всех ее бес-
конечно продолжаемых вправо решений погру-
жаться со временем в фиксированную сферу ко-
нечного радиуса). 

Алгоритмы с мажорирующими функция-
ми. Пусть нелинейный нестационарный объект 
управления описывается системой дифференци-
альных уравнений вида  

( ) ( )t t=x Φ x, u,ɺ , 

где x  – n-мерный вектор состояния объекта, ;nR∈x  

ме н- р ыйm−u  вектор управления, ,mU R m n∈ < ; 

[ )0;tt I t∈ = + ∞ ; R – множество вещественных 

чисел; ( )tΦ x, u,  – n-мерная вектор-функция, 
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непрерывная по всем аргументам в области 

Г n m
t tI R R⊂ × × , причем в ней обеспечено свой-

ство единственности решений 0 0( , , , ( , ))t t tx x u x  

для всех tt I∈ , допустимых управлений ( , )tu x  

0 0( ) nt R= ∈x x .  

Будем полагать, что исходный объект может 
быть представлен в виде  

 ( ) ( ) ( ), ,t t t= +x А x x B x uɺ , (1)  

где ( ), tА x , ( ), tB x  – функциональные матрицы 

соответствующих размерностей, матрица ( ), tB x  ог-

раничена в целом равномерно по t, а матрица ( ),tА x  

может быть представлена в виде двойной суммы  

 01

( , ) ( )( , ) ,

1, ; 0, ,

rPn

qr qr r
qr

r

t f xt

r n q p

θ

==

  
  =

    

= =

∑∑ A xA x
 (2) 

где ( , )qr tA x  – глобально ограниченные равно-

мерно по t матричные функции, а ( )qr rf xθ  – ска-

лярные функции, возможно неограниченные и 
зависящие только от r-й компоненты вектора со-
стояния. При → +∞x  индекс q в разложении 

вводится для различения функций ( )qr rf xθ  с раз-

ными скоростями роста при стремлении аргумен-
та к бесконечности. Именно функции с большим 
индексом q растут быстрее, т. е. справедливо со-
отношение  

1, ( )
lim .

( )r

q r r

x
qr r

f x

f x

θ
+

θ→+∞
= +∞  

Нулевой индекс q = 0 в разложении (2) при-
сваивается глобально ограниченным слагаемым, 
причем функции 0 ( , )r tA x выбираются таким 

образом, что 0 ( ) 1.r rf xθ ≡  Число rp  равно количе-

ству различных функций роста по компоненте ;rx  

⋅  – евклидова норма вектора или матрицы. Для 

оценки скорости роста функций роста объекта 
будем использовать сравнение их со степенными 

функциями h
rx  от компонент вектора x. Будем 

называть степенью роста скалярной функции 

( )qr rf xθ  по rx  точную нижнюю грань веще-

ственных чисел h, таких, что lim .
r

h
rhrx

f xθ
→∞

< ∞  

Ставится задача построения адаптивного управ-
ляющего закона u(x, t), обеспечивающего слеже-
ние за задающей траекторией, формируемой с 
помощью явной эталонной модели вида  

 ( ) ( )0
M M M Mt t= +x A x B uɺ , (3) 

где (AM, BM) – управляемая пара; AM – гурвице-

ва матрица; ( )0 tu  – программное управление, 

u0(t) ≤ const для всех t.  
Цель управления задается неравенством верх-

него предела вида 

 ( ) ( )0
0 0 0lim ; , ; , ,

0 (const),

M
t

t t x u t t D

D
→∞

− ≤

>

x x u  (4) 

где число D > 0 характеризует размер сферы e D<  

предельной ограниченности (диссипативности) 
ошибки ( ) ( ) ( )Mt t t= −e x x .  

Следуя [6], построим адаптивный закон (за-
кон основного контура) и алгоритмы его настрой-
ки с огрублением таким образом:  

0

0 1
( ) ( )( ) ( ) ( ),

rp n
A
qr qr ra B

q r

t f xt t t
= =

  
 = +     
∑ ∑ Au x K u  (5) 

 

т т

т 0т

( ) ( )

( ),

( ) ( ) ( ),

1, , 0, ,

A A
qr qr r qr M

A A
qr qr

B B M B B

r

t f x

t

t t t

r n q p

= − −

−

= − −

= =

K Γ B Pex

Λ K

K Γ B Peu Λ K

ɺ

ɺ

 (6) 

где ( )A
qr tK  – (m×n)-мерные, а ( )B tK  – (m×m)-

мерная матрицы настраиваемых параметров; 

, , ,A A m m
qr qr B B R ×∈Γ Λ Γ Λ  – симметричные по-

ложительно определенные (в частности, диаго-
нальные) (m× m)-мерные матрицы коэффициентов 

усилений алгоритмов; P = Pт > 0 – матрица, явля-
ющаяся единственным решением уравнения Ля-
пунова  

т
M M+ = −А P PА G  

для любой т 0>G = G . Функции fqr (xr) в законе 

(5) и алгоритмах (6) выберем так, чтобы они для 

функций роста объекта ( )qr rf xθ  удовлетворяли 

соотношениям вида  

 ( ) ( ) , 1, , 1,qr r qr r qr rf x f x a r n q pθ ≤ = =  (7) 

при |xr| ≤ bqr для некоторых чисел aqr, bqr > 0.  
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Функции fqr (xr) будем называть мажорирую-

щими функциями для функций роста ( ),qr rf xθ  а 

закон управления (5) и алгоритмы настройки (6) – 
адаптивным законом и алгоритмами его настройки 
с мажорирующими функциями, или, кратко, алго-
ритмами адаптации с мажорирующими функциями. 

Вопросы аналитического обоснования дисси-

пативности в целом (в области Гt ) адаптивных 

систем с мажорирующими функциями, подобных 
рассмотренной прямой адаптивной системе с эта-
лонной моделью вида (1), (3), (5), (6), подробно 
рассмотрены и исследованы в работах [5], [6] и в 
важных для приложений случаях в условиях тех 
или иных упрощающих предположений решены 
положительно.  

Связь метода мажорирующих функций с 
методом скоростного градиента. Обобщение ме-
тода мажорирующих функций. Покажем, что за-
кон (5) и алгоритмы (6) с мажорирующими функ-
циями при надлежащем выборе целевого функ-
ционала могут быть получены прямым примене-
нием процедуры метода скоростного градиента [3], 
[4] при условии ослабления одного из условий его 
применимости, а именно так называемого условия 
достижимости [7]. Зададим целевой функционал 
квадратичной формой вида  

 ( )т( ) 1 2 ( ) ( )Q t t t= e Pe . (8) 

Следуя процедуре скоростного градиента [3], 
вычислим полную производную функции (8) по 
времени в силу системы (1), (3), (5), (6), которая 
определяется выражением  

{т

0 1

0

0

0 1

, ) ( ) ( , )
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+
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+
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  
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 
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   
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×



∑ ∑

∑ ∑

ω(x, θ e P A e B x

B x A x x

B x B(x B u

K x K u

ɶ

 

где для краткости записи введен θ  – вектор, со-

ставленный из 3n m m× +  настраиваемых пара-
метров – элементов матриц настраиваемых пара-

метров; матрицы ( , )qr tA x  получим далее; «+» – 

знак псевдообращения прямоугольной матрицы. 

Выражения для скоростного градиента целевого 
функционала (8) по матрицам настраиваемых па-
раметров (6) будут равны  

т тgrad , ) ( ) ( , ) ,A
qr

qr rt f x t=
K
ω(x, θ B x Pex  

т 0тgrad , ) ( , ) .
B

t t=K ω(x, θ B x Peu  

Отсюда, согласно [3], получаем алгоритмы 
настройки матриц параметров (6) с огрублением в 
виде  

т т

т 0т

( ) ( )Г ( , ) ( ),

( ) ( , ) ( ) ( ),

0 1 .

A A A A
qr qr r qr qr qr

B B B B

r

t f x t t

t t t t

q= ,p , r= ,n

= − −

= −Γ −

K В x Pex Λ K

K В x Peu Λ K   (9) 

Отметим, что алгоритмы (9) нереализуемы, 
поскольку входящая в них матрица , )tB(x  неиз-

вестна. Однако показано, что при некоторых до-
полнительных условиях, рассмотренных в [5], [6], 
алгоритмы (9) не теряют работоспособности при 
замене матрицы , )tB(x  на матрицу эталонной 

модели MB . Если в алгоритмах (6) произвести 

обратную замену MB  на , )tB(x , то это приведет 

к полной идентичности алгоритмов (6) и (9), что 
и требовалось показать.  

Непосредственной проверкой легко устано-
вить, что в проведенной процедуре соблюдены 
все условия применения метода скоростного гра-
диента, за исключением так называемого условия 
достижимости, сформулированного в работе [3]. 
Сформулируем новое условие типа условия до-
стижимости, которому алгоритмы (6) будут удо-
влетворять. С этой целью рассмотрим уравнение 
(1) в отклонениях траекторий объекта относи-
тельно эталонной модели (3):  

 ( )0 , ) ( ),, ,M at tt= + +e A e σ B(x ux uɺ  (10) 

где 

[ ] [ ] 0, ) , ) , ) ( ).M Mt t t t= − + −σ(x A(x A x B(x B u  (11) 

Правая часть выражения (10) может быть 
преобразована с помощью псевдообратной мат-

ричной функции , )t+B (x к виду  

, ) , ) , , ) ( ) .M at t t t+ = + +
 

e A e B(x B (x σ(x u uɺ  
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Последнее преобразование возможно, если и 
только если при любых значениях аргументов 
справедливо выражение  

0 0, ) , ) , , ) , , )t t t t+ =B(x B (x σ(x u σ(x u , 

которое с учетом структуры 0, , )tσ(x u , опреде-

ляемой выражением (11), эквивалентно условиям 
согласованности [5], [6] вида  

( , ) , ) )( , ) ) 0,n Mt t t+ − − =B(x B (x I A(x A   

( , ) , ) ) 0.n Mt t+ − =B(x B (x I B  

Задаваясь целью обобщения изложенного мето-
да мажорирующих функций, отметим следующие 
обстоятельства [7]. Прежде всего, очевидно, что 
если в разложении (2) матрицы А(x, t) имеются 
функции положительной степени роста, то посто-
янная матрица AМ может быть разложена (возмож-

но, не единственным образом) по тем же функциям 

роста ( )qr rf xθ , что и матрица А(x, t), а именно  

0 1
( , ) ( ) ,

p n
M

M qr qr r
q r

t f xθ

= =

 
=  

  
∑ ∑A A x  

где матрицы ( , )M
qr tA x  ограничены по норме, по 

крайней мере вне некоторой области, содержащей 
начало координат. Отсюда ясно, что  

0 1
, ) ( ( , ) ( , )) ( ) .

rp n
M

M qr qr qr r
q r

t t t f xθ

= =

 
− = − 

  
∑ ∑A(x A A x A x

  (12) 

Далее из условий мажорирования (7) вытека-

ет существование скалярных функций ( )qr rxα , 

таких, что  

 ( ) ( ) ( )qr r qr r qr rf x f x xθ = α , (13) 

где ( )qr rf x  – мажорирующие функции, исполь-

зуемые в алгоритмах (5), (6), причем  

( ) ,qr r qrxα ≤ α 0rx η≥ , 

где qrα , 0η  – некоторые положительные констан-

ты. Подставляя (13) в (12), мы можем записать раз-

ложение матричной функции  ( ) (,  ,  ) –x t x t М=A A Aɶ  

по мажорирующим функциям ( )qr rf x  следую-

щим образом:  

 

(

)
0 1

0 1

( , ), )

( ) ( )( , )
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M
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x f xt

t f x

t t t x

= =

= =


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
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

 
=  

  

= − α

∑ ∑

∑ ∑

A xA(x

A x

A x

A x A x A x

ɶ

ɶ

ɶ

 (14) 

Все функциональные матрицы ( , )qr tAɶ x  

( )0 , 1rq = , p  r = , n.  ограничены по норме, по 

крайней мере вне некоторой области в простран-

стве nR  координат вектора состояния x. Это сле-
дует из соответствующей ограниченности всех 
составляющих, входящих в выражение (14).  

Подставляя выражение для закона основного 
контура (5) в уравнение в отклонениях (10) и ис-

пользуя последнее разложение матрицы ( , ),tA xɶ  

после группировки соответствующих членов, по-
лучаем:  

 0 1
, ) ( , ) ( , )

( ) ( )

rp n

M qr
q r

A
qr qr r

t t t

t f x

+

= =


= + +



+ +


∑ ∑e A e B(x B x A x

xK

ɶɺ

 

 0[ ( , )( , ) ) ( )] .M Bt t t++ − +B x B(x Β K u  (15) 

Из полученного выражения следует, что су-
ществуют «идеальные» значения матриц настра-
иваемых параметров, правда, не постоянные, а 
являющиеся функциями переменных состояния и 
времени:  

 * ( , ) ( , ) ( , ),A
qr qrt t t+= −K x B x A xɶ  (16) 

 * ( , ) ( , )( , ) ).B Mt t t+= − −K x B x B(x B  (17) 

При достижении равенства матриц настраи-

ваемых параметров ( )A
qr tK , KB(t) соответствую-

щим «идеальным» значениям (16), (17), все чле-
ны в правой части уравнения (15), за исключени-
ем первого, взаимно компенсируются, и уравне-
ние ошибки (15) адаптивной системы (1), (3), (5), 
(6) примет вид  

M=e A eɺ , 

а его тривиальное (нулевое) решение в силу 
гурвицевости матрицы АM является асимптотиче-
ски устойчивым. Из ограниченности членов в 
правых частях (16), (17) следует, что для алго-
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ритмов (5), (6) выполняется условие, которое 
назовем расширенным условием достижимости.  

Расширенное условие достижимости. Суще-
ствует вектор-функция θθθθ*: Rn × R+→rk, k m n= × +  

2m+ , принимающая ограниченные по норме 

значения, по крайней мере вне некоторой обла-
сти, и такая, что для некоторой непрерывной ска-
лярной функции ρ:R→R, такой, что ρ(0) = 0 и 
lim

Q→∞
ρ(Q) = ∞, и некоторой константы β выпол-

няется неравенство  

 ( )* ρ( ) β, β >0(const)., ( , ), Qt t ≤ − +ω x θ x  (18) 

Таким образом, установлено, что алгоритмы 
адаптивного управления (5), (6), построенные с 
помощью метода мажорирующих функций, могут 
быть получены с помощью процедуры, характери-
зующей метод скоростного градиента. Действи-
тельно, известные достаточные условия достиже-
ния алгоритмами скоростного градиента цели 
управления (4) с заменой в нем неравенства с чис-
лом 0D >  для верхнего предела на равенство ну-
лю, а именно: условие гладкости адаптивной си-
стемы (1), (3), (5), (6), условие бесконечного роста 
для целевого функционала (8) и условие выпукло-
сти функции , , )tω(x θ выполняются. 

Остается рассмотреть условие достижимо-
сти цели адаптивного управления, заключающе-
еся в существовании такого постоянного вектора 

*θ , чтобы выполнялось неравенство (18) при 

условии β 0= , т. е. имела бы место асимптотиче-

ская устойчивость тривиального решения диффе-
ренциальной системы (15). 

Однако установленный факт наличия «иде-
альных» значений настраиваемых параметров, не 
постоянных, а являющихся функциями перемен-
ных состояния и времени, существующих и огра-
ниченных, по крайней мере вне некоторой 
окрестности, содержащей начало координат, поз-
волило сформулировать расширенное условие до-

стижимости, допускающее неравенство (18) при 
β = const (>0), т. е. перейти от требования асимп-

тотической устойчивости тривиального решения 
0=e дифференциальной системы (15) к диссипа-

тивности адаптивной системы (1), (3), (5), (6). 
Подытоживая, сформулируем основной ре-

зультат в виде следующего доказанного утвер-
ждения: 

Утверждение: для обобщенного настраивае-
мого объекта (1), (3), (5) с мажорирующими 
функциями, удовлетворяющими условию (7), ал-
горитмы настройки вида (6) при условии выбора 
целевого функционала в виде (8) могут быть по-
лучены путем применения процедуры метода 
скоростного градиента с огрублением в виде от-
рицательной обратной связи по настраиваемым 
параметрам. При этом целевой функционал (8) 
удовлетворяет условию бесконечного роста, а 
уравнения (1), (3), (5), (6) удовлетворяют услови-
ям гладкости, выпуклости и расширенному усло-
вию достижимости. 

Замечание. Доказанное утверждение дает ос-
нование обобщить метод мажорирующих функ-
ций, позволяя адаптивные системы с алгоритма-
ми настройки параметров, полученными с помо-
щью процедуры метода скоростного градиента и 
удовлетворяющими расширенному условию до-
стижимости, называть адаптивными системами 
с мажорирующими функциями, и поскольку из 

условия достижимости (при * = const)θ  метода 

скоростного градиента следует выполнение рас-
ширенного условия достижимости, то определен-
ный выше класс адаптивных систем с мажориру-
ющими функциями включает в себя класс систем, 
полученных методом скоростного градиента. 

Результаты работы получены в рамках вы-
полнения проекта по Федеральной целевой про-
грамме «Научные и научно-педагогические кадры 
инновационной России» на 2009–2013 годы.  
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