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Адаптивное управление жестким взаимосвязанным  
нелинейным механическим объектом 

Рассматриваются вопросы применения метода вычисленного момента и метода мажорирующих функ-
ций к синтезу адаптивных систем управления жесткими многостепенными нелинейными механически-
ми объектами. 

Беспоисковые адаптивные системы, метод скоростного градиента, метод  
вычисленного момента, метод мажорирующих функций, параметрическая  
и функционально-параметрическая неопределенность объекта, жесткий  
многостепенный нелинейный механический объект, траекторное движение,  
компьютерное исследование, манипуляционный робот 

В условиях сложности, нелинейности и не-
определенности математического описания жест-
ких многостепенных взаимосвязанных нелиней-
ных механических объектов с повышенными тре-
бованиями к динамической точности траекторного 
движения, таких как многокоординатные металло-
обрабатывающие станки, лазерные технологиче-
ские комплексы, манипуляторы промышленных и 
специальных роботов, космические, воздушные, 
наземные или морские подвижные объекты раз-
личного назначения, целесообразно решать про-
блемы управления ими в рамках адаптивного под-
хода. При этом наиболее подходящими для управ-
ления динамическими объектами, описываемыми 
обыкновенными дифференциальными уравнения-
ми, являются беспоисковые (аналитические) адап-
тивные системы, принципиально рассчитанные на 
функционирование в реальном времени. Извест-
ными методами построения беспоисковых адап-
тивных систем являются метод скоростного гради-
ента, предложенный и развитый в работах [1], [2], 
метод вычисленного момента [3], [4] и метод ма-
жорирующих функций [5]–[7]. 

В статье рассматриваются вопросы сравнитель-
ного исследования эффективности беспоисковых 
адаптивных систем управления жесткими много-
степенными нелинейными механическими объек-

тами, построенными на основе метода вычисленно-
го момента и метода мажорирующих функций. 

Адаптивное управление жестким много-
степенным нелинейным механическим объек-
том, построенное по методу вычисленного мо-
мента. Пусть жесткий многостепенной нелиней-
ный механический объект описывается системой, 
состоящей из n дифференциальных уравнений 
второго порядка (n – число степеней подвижно-
сти механического объекта), объединенных в век-
торно-матричное уравнение вида 
 ( ) ( , ) ( )M V  q q q q q G q τ   ,  (1) 

где nq R  – вектор обобщенных координат; 
nτ R  – вектор управляющих сил (моментов); 

M(q), ( , )V q q  – функциональные матрицы инер-
ции и центробежных и кориолисовых сил; G(q) – 
вектор гравитационных сил. 

Уравнения (1) могут быть записаны в виде, 
линейном относительно некоторого вектора под-
ходящим образом подобранных массоинерцион-
ных параметров объекта, принимаемых неизвест-
ными, но постоянными [3]: 
 ( , , )Y q q q a τ  , (2) 

где ma R  – m-мерный вектор постоянных мас-
соинерционных параметров объекта; ( , , )Y q q q   – 
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(n × m)-нелинейная матричная функция, зависящая 
от , ,q q q   и называемая регрессором.  

Следуя [3], [4], введем следующие обозначе-
ния: qd – вектор заданных траекторий движения 

объекта; dq = q q  – вектор ошибки слежения; 
Λr d q = q q    – эталонная скорость (Λ – симмет-

ричная положительно определенная матрица); s   
Λr   q q q q     – линейная комбинация ошибок 

по обобщенным скоростям и обобщенным поло-
жениям; a – вектор оценки вектора a;  a a a  – 
ошибка оценки вектора неизвестных параметров; 

( )M q


, ( , )V q q


 , ( )G q


 – матрицы, получающиеся 

из матриц M(q), V( ,q  q), G(q), заменой оценки a  
вместо a. 

В силу определения регрессора из (1), (2) сле-
дует тождество вида 

( ) ( , ) ( ) ( , , , )r r r rM V G Y  q q q q q q q q q q a
        . 

С учетом введенных обозначений адаптивный 
закон управления объектом (1) по методу вычис-
ленного момента будет иметь следующий вид: 

 ( , , , )r r dY K τ q q q q a s   , (3) 

а регуляризованный алгоритм параметрической 
настройки будет выражаться векторным диффе-
ренциальным уравнением вида 

 тГ ( , , , ) Λr rY a = q q q q s a     , (4) 

где Kd, Г, Λ – симметричные постоянные положи-
тельно определенные матрицы, в частности диа-
гональные. 

Можно показать, что закон адаптивного управ-
ления (3) и алгоритм настройки параметров (4) 
обеспечивают экспоненциальную диссипативность 
по переменным s;  a a a , где матрица Kd опреде-
ляет скорость сходимости вектора s к нулю. 

Отметим, что для построения закона управ-
ления и алгоритмов настройки на основе метода 
вычисления момента необходимо, чтобы диффе-
ренциальные уравнения объекта изначально были 
полностью определены с точностью до конечного 
числа числовых параметров, т. е. имели точно 
известное нелинейное строение, а сами исходные 
адаптивные алгоритмы по методу вычисленного 
момента рассчитаны на полную компенсацию 
известных нелинейностей и независимость за-
данного динамического поведения адаптируемого 
механического объекта от его неизвестных пара-
метров, определенных вектором a. 

Адаптивные структуры управления взаи-
мосвязанными нелинейными механическими 
объектами с алгоритмами параметрической 
настройки и мажорирующими функциями. 
Следуя [5]–[7], укажем, что применение метода 
мажорирующих функций допускает неопреде-
ленность не только параметров, но и вида нели-
нейных функций, описывающих объект (1), и 
опирается на детализацию его математического 
описания в следующем виде: 

( , , ) ( , ) ( , , )i i i iq a t b t u t  q q q q q   

 
1,

[ ( , , ) ( , , )],
m

ij ij
j j i

f t s t
 

  q q q q   (5) 

где 

2
1 2 3
1 2

3 4 2

( , , ) ( , ) ( , ) ( , ) ;

( , , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ;

( , , ) ( , ) ( , , ); , 1, ;

i i i i i i i

ij ij j ij j

ij i j ij j

ij ij j

a t a t q a t q a t q

f t f t q f t q

f t q q f t q

s t b t u t i j m

  

   


  


  

q q q q q

q q q q

q q

q q q q q

  

 

  

 

 (6) 

все нелинейные коэффициенты, а также ui  суть 
глобально ограниченные скалярные нелинейные 
функции, непрерывно дифференцируемые по аргу-
ментам qi  и кусочно непрерывные по времени t; 

 н а 0( , , ) ( , ) ( , ) ( );i i i iu t u u u t  q q q q q q    (7) 

н
iu  – неадаптивное (линейное) с постоянными 

настройками, 0 ( )iu t  – программное, а
iu  – иско-

мое адаптивное управления (моменты) в i-й сте-

пени подвижности; т
1[ ... ]nq qq ; т

1[ ... ]nq qq    – 
n-мерные векторы обобщенных (лагранжевых) 
координат и скоростей; , 1,i j n ; n  – число сте-
пеней подвижности. 

Дифференциальная система (5), (6) исчерпы-
вает математическое описание динамики класса 
взаимосвязанных нелинейных механических объ-
ектов со многими степенями подвижности и каж-
дое уравнение характеризуется: 

а) собственной нелинейной нестационарной 
динамикой (функции ( , , ),ia tq q  ( , )ib tq );  

б) перекрестными нелинейными связями по 
обобщенным координатам и скоростям ,jq  jq  

(функции ( , , )ijf tq q );  

в) перекрестными нелинейными связями по 
управлениям ( , , )ju tq q  (функции ( , , )ijs tq q ). 
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Неадаптивные управления н ( , );i i iu q q 1,i n  
решают задачи формирования локальной динамики 
следящих систем, характеризуемых некоторыми 
постоянными усредненными параметрами, и могут 
быть рассчитаны методами модального, следящего 
за эталонной моделью, подчиненного и т. п. управ-
лений, и здесь явно не выписываются (считаются 
известными). Далее сосредоточим внимание на по-
строении адаптивных управлений a ( , ).iu q q  

Рассмотрим три вида адаптивных структур, 
отвечающих задачам локального, развязывающего 
и полного (взаимосвязанного) адаптивного управ-
ления объектом (5), (6). 

Локальная адаптивная структура управления. 
Локальная адаптивная структура управления объ-
ектом (5), (6) состоит из совокупностей: 

а) локальных эталонных моделей 

 
0( );

, , 0 (const);
Mi Mi Mi Mi Mi Mi i

Mi Mi Mi

x a x r x b u t
a r b
   



 
 (8) 

б) локальных адаптивных законов 
a
лок. 1 2( , ) ( ) ( )i i i i i i iu q q k t q k t q     

 2 0
3 4( ) ( ) ( );i i i ik t q k t u t   (9) 

в) алгоритмов настройки параметров 

 

1 1 1 1

2 2 2 2
2

3 3 3 3
0

4 4 4 4

1 2

( ) γ α ( );

( ) γ α ( );

( ) γ α ( );

( ) γ ( ) α ( );
[ ( ) ( )],

i i i i i i

i i i i i i

i i i i i i

i i i i i i

i Mi i i Mi i i Mi

k t d q k t

k t d q k t

k t d q k t

k t d u t k t
d b p q q p q q

  

  

  

  

   



 
 


 

 (10) 

где * *,i i   (* 1, 4 ); 1 2, ,i i id p p ; 1,i n  – посто-
янные строго положительные коэффициенты 
усилений алгоритмов настройки. 

Вопросы теоретического обоснования дисси-
пативности локальных адаптивных структур рас-
сматриваются в [8]. 

Развязывающая адаптивная структура управ-
ления объектом. Данная структура управления 
объектом (5), (6) состоит из совокупностей эта-
лонных моделей (8) и развязывающих адаптив-
ных законов  

a
разв. 5 6

1,
( , ) ( ) ( )

n
i j j ij j ij j

j j i
u q q k t q k t q

 

     

2
7 8( ) ( )ij j ij i jk t q k t q q      

 0
9 ( ) ( ) ; , 1, ;ij jk t u t i j n   (11) 

с алгоритмами настройки параметров, выражае-
мыми уравнениями 

 

5 5 5 5

6 6 6 6
2

7 7 7 7

8 8 8 8
0

9 9 9 9

( ) γ α ( );

( ) γ α ( );

( ) γ α ( );

( ) γ α ( );

( ) γ ( ) α ( );

ij ij i j ij ij

ij ij i j ij ij

ij ij i j ij ij

ij ij i i j ij ij

ij ij i j ij ij

k t d q k t

k t d q k t

k t d q k t

k t d q q k t

k t d u t k t

  

  

  

  

  



 

 
  



  (12) 

где di – как в выражении (7); * *γ , αij ij , * 5, 9  – 

строго положительные постоянные коэффициен-
ты усиления алгоритмов, , 1, .i j n  

Полная (взаимосвязанная) адаптивная струк-
тура управления механическим объектом. Данная 
структура управления механическим объектом 
(5), (6) состоит из совокупности эталонных моде-
лей (8) и объединения совокупностей локальных 
(9) и развязывающих (11) адаптивных законов с 
алгоритмами настройки (10) и (12). 

Исследование построенных адаптивных 
систем на примере жесткого трехстепенного 
манипуляционного робота. Расчетная схема 
трехстепенного манипуляционного робота типо-
вой конструкции показана на рис. 1, где mi, li обо-
значены, соответственно, массы и плечи звеньев 
манипулятора,  1 2 3, , .q q qq  

Рис. 1 
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Адаптивная система управления трехстепен-

ным жестким манипулятором, построенная на 
основе метода вычисленного момента. Адаптивная 
система управления, построенная на основе метода 
вычисленного момента (ВМ), вычисляется по мето-
дике, описанной в (1)–(5). Строится нелинейная 
система уравнений Лагранжа вида (1). 

Матрицы M, V и вектор G имеют следующее 
строение: 
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 т1 2 3, ,G G GG , 

где 
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 
; 

3
3 3 2 3cos ( );

2
m

G l g q q   

g – ускорение свободного падения. 
При применении закона управления (3) и ал-

горитма настройки (5) необходимо уравнения 
движения (1) преобразовать к виду, линейному 
относительно вектора постоянных неизвестных 
массоинерционных параметров манипулятора a. 
Для этого надо выбрать из матриц M, V и вектора G 
следующие массоинерционные параметры – ком-
поненты вектора a = (a1, a2, a3, a4, a5, a6, a7, a8): 

2 231 2 2
1 1 2 3 2

23 3 2
3 3 4 1 3 5 3 1 2

32
6 3 2 3 7 3 2 8 3

; ;
12 4 4 3

; ; ;
3 2 2

; ; .
2 2

mm m ma l a m l

m m ma l a l l a m l l

mma m l l a m l g a l g

         
  
     
 

     
 

 

В соответствии с вычисленным вектором мас-
соинерционных параметров строится регрессор 
(2). Минуя подробности преобразований, выпи-
шем полученные элементы матрицы регрессора 

( , , , )r rY q q q q    с тем, чтобы дать представление о 
ее громоздкости: 

11 12 13 14 15 16

22 23 24 25 26 27 28

33 34 36 38

( , , , )
0 0

0 ,
0 0 0 0

r rY
Y Y Y Y Y Y

Y Y Y Y Y Y Y
Y Y Y Y



 
   
  

q q q q  

 

(13) 

где 

11 1;rY q    12 2 1
1 1 cos(2 )
2 rY q q    

   2 2 1 2 1 2
1 1sin 2 sin 2 ;
2 2r rq q q q q q      

 13 2 3 1

2 3 2 3 1

2 3 1 2 3

1 1 cos(2 2 )
2

1 sin(2 2 )( )
2
1 sin(2 2 ) ( );
2

r

r

r r

Y q q q

q q q q q

q q q q q

   

   

  



  

  
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14 2 3 1

2 3 2 3 1

2 3 1 2 3

cos( )
1 sin( )( )
2
1 sin( ) ( );
2

r

r

r r

Y q q q

q q q q q

q q q q q

  

   

  



  

  

 

15 2 1 2 2 1 2 1 2
1 1cos sin sin ;
2 2r r rY q q q q q q q q        

 16 3 2 3 1

2 3 2 3 3 3 1

2 3 2 3 3 3 1

1 cos cos(2 )
2

1 1 1sin(2 )( ) sin
2 2 2
1 1 1sin(2 )( ) sin ;
2 2 2

r

r

r r r

Y q q q q

q q q q q q q

q q q q q q q

   

       
      



   

   

 

27 2 28 2 3cos ; cos( )Y q Y q q   ; 

22 2 2 1 1
1 sin(2 )
2r rY q q q q    ; 

23 2 3 2 3 1 1
1 sin(2 2 )
2r r rY q q q q q q       ; 

24 2 3 1 1
1 sin( )
2 rY q q q q    ; 25 2 1 1

1 sin
2 rY q q q   ; 

26 3 2 3 3 2 3 1 1

3 3 2 3 2 3 3

1 1cos cos sin(2 )
2 2

1 1sin sin ( ) ;
2 2

r r r

r r

Y q q q q q q q q

q q q q q q q

    

  

   

    
 

33 2 3 2 3 1 1
1 sin(2 2 ) ;
2r r rY q q q q q q      

34 2 3 1 1
1 sin( ) ;
2 rY q q q q     

 36 3 2 3 2 3 1 1

3 2 2 38 2 3

1 1cos sin sin(2 )
2 4

1 sin ; cos( ).
2

r r

r

Y q q q q q q q

q q q Y q q

    

  

  

 
 

Подставив вычисленный регрессор (13) в 
адаптивный закон (3) и алгоритмы настройки (4), 
получим искомую адаптивную систему, постро-
енную по методу вычисленного момента. 

Адаптивная система управления трехсте-
пенным жестким манипулятором, построенная 
по методу мажорирующих функций. При постро-
ении такой адаптивной системы используются 
только общие свойства математического описа-
ния многостепенных объектов, записанных в виде 
(5), (6), поэтому для любого трехстепенного ма-
нипулятора уравнения адаптивных систем будут 
иметь одинаковый вид (8)–(12). 

Неадаптивные управления н ( , );i i iu q q 1,i n  
можно рассчитать, например, методом подчинен-
ного управления, который эффективно решает 

задачи формирования локальной динамики жест-
ких следящих систем. 

Компьютерное исследование работоспособ-
ности адаптивных систем и их сравнительной 
эффективности. Компьютерные исследования не-
линейной взаимосвязанной модели трехстепенного 
манипулятора (см. рис. 1) проводились со следую-
щими числовыми параметрами его сочленений: 

1) l1 = 0.4 м, m1 = 50 кг; 
2) l2 = 1.5 м, m2 = 30 кг; 
3) l2 = 1.2 м, m3 = 35, 100 кг; 
На рис. 2–5 показаны результаты отработки 

манипулятором плоской программной траектории 
(в плоскости x0z) при двух значениях массы тре-
тьего m3 сочленения (схвата): 

I. 0
1 0;q   0

2 3sin 4 ;q t   0
3 2sin 2 ;q t   

3( 35 кг) рис. 2.m    

II. 0
1 0;q   0

2 3sin 4 ;q t   0
3 2sin 2 ;q t   

3( 100 кг)  рис. 3.m    

III. 0
1 0;q   0

2 3sin 6 ;q t   0
3 2sin 3 ;q t   

3( 100 кг) рис. 4.m    

IV. 0
1 0;q   0

2 3sin8 ;q t   0
3 2sin 4 ;q t   

3( 100 кг) рис. 5.m    
Каждый рисунок содержит три экранные реа-

лизации: а – с неадаптивным (подчиненным) ло-
кальным управлением; б – с адаптивным управ-
лением, построенным по методу мажорирующих 
функций; в – с адаптивным управлением, постро-
енным по методу вычисленного момента. В каж-
дой экранной реализации посещены по две тра-
ектории: программная (они одинаковы при одной 
и той же массе схвата) и реальные. Из рис. 2–5, а 
очевидно, что реальные траектории значительно 
отклоняются от программных, поэтому реальные 
траектории с неадаптивным управлением неудо-
влетворительны.  

В то же время реальные траектории на рис. 2–4, 
б, в близки к программным и почти не различны 
для обоих видов адаптивных систем, и только на 
рис. 5, б, в при увеличении частоты программных 
траекторий в два раза и массы схвата (от 35 до 
100 кг) траекторные ошибки становятся заметными. 

На рис. 6 показаны временные диаграммы в 
координатах: время (с) – угол (рад) программного 

0
2 ( ) 0q t   и реального 2 ( )q t  движений второго 
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сочленения, иллюстрирующих влияние на него 
движения третьего сочленения 0

3 2 sin 4q t  . Вид-
но, что отклонение неподвижного второго сочлене-
ния от нуля при условии, что программные управле-
ния, воздействующие на первое и второе сочлене-
ния, равны нулю 0 0

1 2 0,q q   является реакцией его 
на движение сочленения вследствие динамической 
взаимосвязанности сочленений. Особенно заметно 
это на рис. 6, а при неадаптивном управлении, тогда 
как при обоих видах адаптивного управления, как 
это видно из экранных реализаций рис. 6, б, в, 
реакции взаимовлияния почти полностью подав-
ляются (снижаясь более чем в 10 раз, если срав-
нивать рис. 6, а и в).  

Программные движения подаются на входы 
0 0 0
1 2 30; 3sin 4 ; 2sin 2q q t q t      – рис. 2, 3. 
Программные движения подаются на входы 

0 0 0
1 2 30; 3sin 6 ; 2sin 3q q t q t     – рис. 4. 
Программные движения подаются на входы 

0 0 0
1 2 30; 3sin8 ; 2sin 4q q t q t     – рис. 5. 
Выводы: 
1. Оба рассмотренных адаптивных подхода 

близки по эффективности применения. 
2. Расчет адаптивных систем, построенных ме-

тодом вычисленного момента, трудоемок и осу-
ществляется для каждого конкретного механическо-
го объекта, поэтому построение этих адаптивных 
систем носит индивидуальный характер.  
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3. Адаптивные системы, построенные по мето-
ду мажорирующих функций, не требуют никакого 
знания о конкретном математическом описании 
объекта, кроме задания числа его степеней подвиж-

ности n, и поэтому носят универсальный характер, 
обслуживая целый класс механических объектов с 
фиксированным числом степеней свободы. 
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