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APPLICATION OF SUPPORT VECTOR REGRESSION IN MODELING AND DATA PROCESSING 
OF RICE LEAVES 

By applying support vector regression, the modeling data of rice leaves collected in our study were grouped into sample 
training set and test set, and three machine learning prediction models on rice growing environment against leaf blade 
length, width and SPAD value were constructed. 
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Минимальные алгебры унарных мультиопераций 
Получено матричное представление алгебр унарных мультиопераций конечного ранга и список тож-
деств, выполняемых в таких алгебрах. Эти результаты используются для доказательства основного 
результата: описания минимальных алгебр унарных мультиопераций конечного ранга. Как следствие 
этой теоремы получен список всех таких минимальных алгебр для небольших рангов.  

Мультиоперация, алгебра, минимальная алгебра, матрица, операция, подстановка 

Рассматриваемые в статье алгебры унарных 
мультиопераций являются конечными алгебрами. 
Для изучения их строения большое значение имеет 

описание минимальных алгебр [1]. В работе [2] по-
лучено описание всех алгебр унарных мультиопе-
раций ранга 3. Основной результат данной работы 
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анонсирован в [3]. Отметим, что алгебры унарных 
мультиопераций находят применение при изучении 
суперклонов, а значит, и клонов [4]. 

Пусть ( )B A  – множество всех подмножеств 
множества A . Отображение из A  в ( )B A  назы-
вается унарной мультиоперацией на A. Использу-

ем обозначение 1
AM  для множества всех унар-

ных мультиопераций на A. 

Мультиоперации 1
Af M  на конечном мно-

жестве  0 1,..., kA a a   можно представлять как 

отображения  

   0 1 1: 2 , 2 ,..., 2 0,1, ..., 2 1 ,k kf     

получаемые из f  при кодировании 2 ;i
ia   

0;    1
1
,..., 2 ... 2 .s

s
ii

i ia a     

При этом унарную мультиоперацию f  задаем 

векторной формой  0 1,..., k  , где  i if a   , 

используя вышеопределенную кодировку. 

Пусть 1
AS M . Алгебра ; , , , , ,S       F  

с нижеопределенными операциями подстановки 
( )f g , пересечения ( )f g , обратимости ( )f  

и нуль-местными операциями  ,  ,   называет-
ся алгеброй унарных мультиопераций над :A   

( )( ) { существует ( ),f g a b c g a  ∣  
такой, что ( )};b f c   

( )( ) ( ) ( );f g a f a g a    
( )( ) { ( )};f a b a f b  ∣   
( ) { };a a   
( ) ;a     
( ) .a A    

Мощность множества A  называется рангом 
алгебры. В дальнейшем считаем ранг конечным и 
равным 2.k    

Отметим некоторые свойства операций алгеб-
ры унарных мультиопераций: 

( ) ( )f g h f g h     , ( ) ( )f g h f g h     , 
f g g f   , ( ( ))f f   , ( )f g f g     , 

( )f g g f     , 
, ,f f f f f          

,f f f     , , ,         . 
Существует следующее матричное представ-

ление алгебр унарных мультиопераций. 

Пусть {0,1}; ,B      – двухэлементная бу-
лева алгебра. Булевы матрицы – это двоичные 
матрицы, на элементах которых определены бу-
левы операции.  

Для унарной мультиоперации f  на A  опре-

делим булеву квадратную матрицу ( )f ijM    

размера k k  следующим образом: 1ij  , если 

( )i ja f a , иначе 0ij  . 

Операции алгебры унарных мультиопераций 
представляются матричными операциями так: 

f g f gM M M    – матричное умножение; 

f g f gM M M    – поэлементное умножение 

матриц; 
T

f fM M   – транспонирование матрицы; 

M E   – диагональная матрица; 

M O   – нулевая матрица; 

M P   – единичная матрица. 
Например, унарная мультиоперация в вектор-

ной форме (3,7,1)f  представляется матрицей 

111
110
010

fM
 
   
 
 

. 

Минимальной алгеброй унарных мультиопе-
раций называется наименьшая алгебра, отличная 
от тривиальной алгебры, состоящей только из 
мультиопераций , , .    Достаточно очевидно, что 
для минимальности алгебры унарных мультиопе-
раций необходимым и достаточным условием яв-
ляется порождение ее любой своей мультиопера-
цией, отличной от , , .    Следующая теорема да-
ет описание мультиопераций, порождающих ми-
нимальные алгебры унарных мультиопераций. 

Теорема. Мультиоперация f  на ,A  отличная 

от , , ,    порождает минимальную алгебру 
унарных мультиопераций ранга k тогда и только 
тогда, когда она удовлетворяет одному из следу-
ющих условий: 

1) 2, , ;f f f f f        

2) 2, , ;f f f f          

3) 2, , ;f f f f f f f f f         

4) 2, , ;f f f f f f f f              
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5) 2, , ;f f f f          

6) 1, ,p pf f f f        , где p  – про-
стой делитель k;  

7) существует непустое множество ,B A  
такое, что 

( )f a B  для всех a A  или  

( ) { }f b b  для всех b B  и ( )f a   для 

всех \a A B  или  
( )f b A  для всех b B  и ( )f a   для всех 

\a A B  или  
( )f b B  для всех b B  и ( )f a   для всех 

\ .a A B  
Доказательство. То, что алгебры, порождае-

мые мультиоперациями f  с указанными свой-
ствами, будут минимальными, следует из того, что 
при выполнении условий 1, 2, 5 алгебры состоят из 
четырех элементов , , , f   ; при выполнении 
условий 3, 4 – из пяти элементов , , ,   , ;f f  
при выполнении условия 6 – из 2p   элементов 

2 1, , , , , ..., pf f f    ; при выполнении условия 7 
в случае одноэлементного множества A – из шести 

элементов , , ,     0,..., 2 ,...,0 ,i
i

 

   10,..., 2 ,...,0 , 2 ,..., 2k i i
i
 , иначе – из семи эле-

ментов , , ,     1 12 ... 2 , ..., 2 ... 2s si ii i    ,

1

1
0,..., 2 ,..., 2 ,..., 0 ,s

s

i i
i i

 
 
 

 
1

1 10,..., 2 ,..., 2 ,...,0 ,
s

k k
i i

  
 
 

 

1 1

1

0,..., 2 ... 2 ,..., 2 ... 2 ,...,0s s

s

i ii i
ii

    
 
 

. При этом 

каждая мультиоперация, отличная от , , ,    по-
рождает всю алгебру, которой принадлежит. 

Теперь покажем, что любая ,f  порождающая 
минимальную алгебру унарных мультиопераций, 
будет удовлетворять одному из семи условий  
теоремы. 

Рассмотрим возможные варианты: 

1. .f     Понятно, что 2f f , а так 

как f  порождает минимальную алгебру, то вы-

полняется либо 2f f , либо  2 , , .f      

В силу f     единицы в матрице fM  сохра-

нятся и в матрице 2fM . Поэтому в первом слу-

чае 2f f , так как иначе 2f f , а во втором, 

очевидно, 2f   .  
1.1. Если f f  , то первый случай соответ-

ствует в теореме условию 1, а второй – условию 2. 
1.2. Пусть .f f   Мультиоперация g   

f f   в силу свойств операций алгебры обла-
дает свойствами ,g g g     . Понятно, что 

g f , а так как f  порождает минимальную 

алгебру, то выполняется либо g f , либо 

 , , .g      В первом случае, так как ,g     

,g g   получаем  , . ,g g f     , что не-

возможно в силу .f g  Из второго случая следу-
ет f f g    . Аналогично рассуждая, полу-
чим, что мультиоперация h f f   обладает 

свойствами ,h h h     . Так как h f  и 

f  порождает минимальную алгебру, то выпол-

няется либо h f , либо  , , .h      Как и 

ранее, первый случай невозможен, а из второго 
случая следует f f h    . Равенство 

f f     получается подобным образом. В слу-

чае 2f f  получаем соответствие условию 3 

теоремы, а в случае 2f    – условию 4. 
2. .f     Рассмотрение этого случая разо-

бьем на 2 подслучая. 

2.1. .f f   В этом случае 2f     , так как 

нулевых строк в матрице 2fM  быть не может, 

иначе алгебра f  содержит подалгебру, удовле-

творяющую условию 7 теоремы. Так как 
2f f  и f  порождает минимальную алгеб-

ру, то выполняется либо 2f f , либо 

 2 , , .f      Первый случай невозможен, так 

как по п. 1 получили бы  2 2, , ,f f     или 

 2 2 2, , , ,f f f     , но 2f f  и 2f f   

ввиду f     и 2f     , 2f     . Из 
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второго случая возможны варианты 2f    или 
2f   . Первый случай соответствует в теореме 

условию 5, а второй – условию 6 при 2p  . 
2.2. .f f   Мультиоперация g f f   в 

силу свойств операций алгебры обладает свой-
ствами ,g g g     . Так как g f  и f  

порождает минимальную алгебру, то выполняется 
либо g f , либо  , , .g      В первом 

случае, так как g    , ,g g   получаем 

 , . ,g g f    , что невозможно в силу 

.f g  Во втором случае, так как g    , 

.g    Получили ,f f    поэтому единиц в 

матрице fM  не более 
2

2
k k .  

Мультиоперация h f f   обладает свой-

ствами ,h h h     . Так как h f  и f  

порождает минимальную алгебру, то выполняется 
либо h f , либо  , , .h      Первый слу-

чай невозможен, так как f h , а из второго слу-
чая следует f f h     или f f h    . Но 

f f h     также невозможно, поскольку для 

этого в силу f     матрица fM  должна со-

держать единиц более чем 
2

2
k k . Получили 

f f   . Равенство f f    получается по-
добным образом. Из этих равенств следует, что в 
каждой строке и в каждом столбце матрицы fM  

имеется по одной единице, а это значит, что муль-
тиоперация f является перестановкой. Степени 

этой перестановки ,..., pf f  относительно опера-
ций , ,    образуют циклическую группу, кото-
рая не имеет собственных подгрупп при простом 
p , являющемся делителем k . При этом выпол-

няется pf    и 1pf f   . Так как рассматрива-

ем случай f f  , то 3p  . Этот случай соответ-
ствует в теореме условию 6 при 3p  .  

3. 1

1
0,..., 0, 2 ,0,..., 0, 2 ,0,..., 0s

s

i i
i i

f      
 

. Рас-

смотрим отдельно случаи 1s   и 2.s    

3.1. 0,..., 2 ,...,0i
i

f      
 

. В этом случае ал-

гебра содержит минимальную подалгебру, состо-
ящую кроме , ,    еще из трех мультиопераций 

     10,..., 2 ,..., 0 , 0,..., 2 ,...,0 , 2 ,..., 2i k i i
i i

 , а зна-

чит, является минимальной только в случае ра-
венства f одной из этих мультиопераций, что со-
ответствует в теореме условию 7 при одноэле-
ментном множестве  .iB a   

3.2. 1

1
0, ..., 0, 2 , 0, ..., 0, 2 , 0, ..., 0s

s

i i
i i

f      
 

. 

В этом случае алгебра содержит минимальную 
подалгебру, состоящую кроме , ,    еще из че-
тырех мультиопераций  

1

1
0,..., 2 ,..., 2 ,...,0 ,s

s

i i
i i

 
 
 

  

1

1 10,..., 2 ,..., 2 ,...,0 ,
s

k k
i i

  
 
 

 

1 1

1

0,..., 2 ... 2 ,..., 2 ... 2 ,...,0 ,s s

s

i ii i
ii

    
 
 

 

 1 12 ... 2 , ..., 2 ... 2 ,s si ii i     

а значит, является минимальной только в случае 
равенства f одной из этих мультиопераций, что 
соответствует в теореме условию 7 при множе-

стве  1
,..., .

si iB a a   

Этими рассуждениями заканчивается доказа-
тельство теоремы. 

Используя данную теорему можно найти все 
минимальные алгебры для небольших рангов. 
Сделаем это для рангов 2, 3, 4k  . При этом ука-
жем, к какому типу в соответствии с номером 
свойства в теореме принадлежит мультиоперация, 
порождающая минимальную алгебру унарных 
мультиопераций. 

Минимальные алгебры унарных мультиопе-
раций ранга 2 (всего 4). 

Типа 1: нет. 
Типа 2: нет. 
Типа 3: (1,3). 
Типа 4: нет. 
Типа 5: нет. 
Типа 6: (2,1). 
Типа 7: (1,1), (2,2). 
Минимальные алгебры унарных мультиопе-

раций ранга 3 (всего 18). 
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Типа 1: (1,6,6), (5,2,5), (3,3,4). 
Типа 2: (7,3,5), (3,7,6), (5,6,7). 
Типа 3: (1,3,7), (7,2,6), (5,7,4). 
Типа 4: (3,6,5). 
Типа 5: (6,5,3). 
Типа 6: (2,4,1). 
Типа 7: (1,1,1), (2,2,2), (4,4,4), (3,3,3), (5,5,5), 

(6,6,6). 
Минимальные алгебры унарных мультиопе-

раций ранга 4 (всего 86). 
Типа 1: (1,14,14,14), (13,2,13,13), (11,11,4,11), 

(7,7,7,8), (1,2,12,12), (1,10,4,10), (1,6,6,8), (9,2,4,9), 
(5,2,5,8), (3,3,4,8), (3,3,12,12), (5,10,5,10), (9,6,6,9). 

Типа 2: (11,7,14,13), (13,14,7,11), (7,11,13,14), 
(15,3,5,9), (15,7,7,9), (15,3,13,13), (15,11,5,11), 
(3,15,6,10), (3,15,14,14), (11,15,6,11), (7,15,7,10), 
(5,6,15,12), (5,14,15,14), (6,6,15,13), (7,7,15,12), 

(9,10,12,15), (9,14,14,15), (13,10,13,15), (11,11,12,15), 
(15,15,7,11), (15,7,15,13), (15,11,13,15), (7,15,15,14), 
(11,15,14,15), (13,14,15,15). 

Типа 3: (1,3,7,15), (3,2,7,15), (5,7,4,15), (1,7,5,15), 
(7,2,6,15), (7,6,4,15), (1,3,5,15), (1,7,7,15), (7,2,7,15), 
(3,2,6,15), (7,7,4,15), (5,6,4,15), (15,2,6,10), 
(15,2,6,14), (15,2,14,10), (15,2,14,14), (15,6,4,12), 
(15,6,4,14), (15,14,4,12), (15,14,4,14), (5,15,4,12), 
(5,15,4,13), (13,15,4,12), (13,15,4,13). 

Типа 4: нет. 
Типа 5: (11,13,11,7), (6,13,11,6), (10,13,10,7), 

(12,12,11,7), (14,13,3,3), (14,5,11,5), (14,9,9,7).  
Типа 6: (2,1,8,4), (4,8,1,2), (8,4,2,1). 
Типа 7: (1,1,1,1), (2,2,2,2), (4,4,4,4), (8,8,8,8), 

(3,3,3,3), (5,5,5,5), (6,6,6,6), (7,7,7,7), (9,9,9,9), 
10,10,10,10), (11,11,11,11), (12,12,12,12), 
(13,13,13,13), (14,14,14,14). 
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MINIMAL ALGEBRAS OF UNARY MULTIOPERATIONS 

Summary. A matrix impression of algebras of unary multioperations of a finite rank and the list of the identities which are carried 
out in such algebras is gained. These results are used for the proof of the main result: descriptions of the minimal algebras of 
unary multioperations of a finite rank. As a result of this theorem the list of all such minimal algebras for small ranks is received. 

Multioperation, algebra, minimal algebra, matrix, operation, substitution 

 

 


