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Предлагается алгоритм исследования качественных особенностей и свойств динамики нелинейных не-

автономных электрических цепей с сосредоточенными параметрами. Алгоритм основан на декомпози-

ции регулярных составляющих искомых решений уравнений динамики таких цепей по собственным чис-

лам функциональной матрицы Якоби и последующем выделении взаимосвязей между свойствами цепи и 

информационными показателями результатов такой декомпозиции. Процедура поиска решения сфор-

мирована с использованием расчетной схемы аналитически-численного метода. Аналитически-чис-

ленный метод относится к классу одношаговых методов переменного порядка и его вычислительная 

процедура состоит из двух частей. Аналитическая часть основывается на аппарате обобщенных функ-

ций, обобщенного преобразования Лапласа и функционально-степенных рядов. В основе численной части 

лежит принцип аналитического продолжения решения и процедура выбора необходимого шага расчета 

и порядка метода. Все вычисления на каждом шаге расчета сопровождают оценки локальной и полной 

погрешностей такого расчета.  

Электрическая цепь, нелинейная динамика, численный метод, шаг расчета, погрешность  

расчета, декомпозиция искомого решения, матрица Якоби, динамические свойства цепи 

Постановка задачи. Задача анализа каче-
ственных особенностей динамики нелинейных 
неавтономных электрических цепей с сосредото-
ченными параметрами чрезвычайно актуальна. 
Развитие теории нелинейных явлений и получае-
мые прикладные результаты порождают много-
образие методов решения этой задачи [1]–[3].  

В общем случае динамику цепей выделенного 
класса описывает следующее обыкновенное не-
линейное интегрально-дифференциальное урав-
нение с нестационарными коэффициентами:  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( , , ),A D x t G D f t H x f t= +   (1) 

где D – оператор обобщенного дифференцирова-
ния по независимой переменной t; А(D) – квад-
ратная порядка Lx матрица с полиномиальными 

от D и D–1 элементами, где символ D–1 есть опе-
ратор интегрирования с переменным верхним 
пределом t; G(D) – прямоугольная матрица разме-

ром x fL L×  с полиномиальными от D и D–1 эле-

ментами; x(t) и f(t) – матрицы-столбцы реакций 
(искомых решений) и внешних воздействий цепи 
соответственно; ( , , )H x f t  – матрица-столбец со 

строками в виде сумм произведений, сомножите-
ли которых – нестационарные и неавтономные 
коэффициенты, а также классические производ-
ные любого порядка и интегралы любой кратно-
сти начиная с нулевых от искомых решений и 
внешних воздействий цепи, в произвольных 
дробно-рациональных степенях. 
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Расчет динамики нелинейных неавтономных 
электрических цепей при заданных предначальных 

условиях 0(0 ) ( ),n n
r rD x D x t− −=  1, 2, ..., ,xr L=  

00 ,t− −=  [ ]0; 1n M∈ −  сводится к поиску всех 

существующих в заданном интервале исследова-
ния 0[ ; ]t T  решений уравнения (1) и сопряжен с 

рядом алгоритмических и математических про-
блем. Существо этих проблем определяет объек-
тивное разнообразие качественных особенностей 
искомых решений.  

В общем случае искомые решения уравнения 
(1) характеризуются непредсказуемостью их по-
ведения, что обусловлено зависимостью форм 
проявления доминирующих нелинейных и неста-
ционарных свойств элементов цепи от выбран-
ных начальных условий, а также от соотношения 
параметров и вида характеристик элементов це-
пи. Кроме того, динамические показатели иско-
мых решений, как правило, нерегулярны, сводя 
динамику цепи к детерминированному хаосу [2]–
[4]. В общем случае в искомых решениях уравне-
ния (1) возможны разрывы первого рода, в том 
числе дифференцируемые, и разрывы второго 
рода. Специфика решений, как правило, обуслов-
лена «жесткостью», т. е. чередованием интерва-
лов быстрого и медленного изменения их дина-
мических показателей, причем в пределах этих 
интервалов возможен переход к локальной не-
устойчивости. Прямым следствием локальной 
неустойчивости служит эффект «перемешивания» 
решений, что значительно усложняет задачу рас-
чета динамики нелинейной неавтономной цепи и 
анализа ее качественных особенностей [5]. Разно-
образие особенностей искомого решения уравнения 
(1), являясь следствием многосложного переплете-
ния координатно-параметрических взаимосвязей 
этого уравнения, допускает возможность вычисле-
ния лишь приближенного решения этого уравнения 
с помощью какого-либо численного метода [6]–[8]. 
Численных методов много и их расчетные схемы 
постоянно совершенствуются, однако в большин-
стве случаев они не позволяют установить в за-
мкнутой форме какие-либо взаимосвязи между ха-
рактером поведения искомого решения и опреде-
ленными информационными показателями уравне-
ния (1). Выделение и последующий анализ таких 
взаимосвязей важны как в теоретическом, так и в 
прикладном плане, поскольку открывают возмож-
ности для построения проблемно-ориентированных 
алгоритмов и расчетных схем анализа качественных 

особенностей динамики нелинейных неавтономных 
цепей с сосредоточенными параметрами, а также 
синтеза цепей с наперед заданными доминирую-
щими характеристиками.  

В предлагаемой статье дано решение постав-
ленной задачи на основе использования в каче-
стве информационных показателей динамики не-
линейной неавтономной цепи собственных чисел, 
соответствующей ее уравнению (1) функцио-
нальной матрицы Якоби и декомпозиции по та-
ким собственным числам искомых решений этого 
уравнения. В качестве расчетной основы исполь-
зован аналитически-численный метод, который 
по своим вычислительным характеристикам и 
возможностям соответствует поставленной задаче 
[9], [10]. Приведен иллюстрирующий пример. 

Выделение информационных показателей 
динамики нелинейной неавтономной электри-
ческой цепи. В состав информационных показа-
телей качественных особенностей искомых ре-
шений уравнения (1) целесообразно включить 
такие, которые определяют взаимодействие пара-
метров этого уравнения и нестационарных пока-
зателей самих решений. В линейной стационар-
ной электрической цепи, динамику которой опи-
сывает уравнение (1) при ( , , )H x f t  = const, та-

кими информационными показателями служат 
корни  λ ,  1, 2, ...,  n n N= следующего характери-

стического уравнения:  

 ( )A p  = 0, (2) 

где ( )A p  – определитель матрицы А(D).  

Корни уравнения (2) описывают все харак-
терные особенности динамики линейной авто-
номной цепи включая результаты исследования ее 
устойчивости и «жесткости» [1], [7], [8]. Харак-
тер внешних воздействий определяет установив-
шийся режим этой цепи, поэтому ее динамика 
полностью прогнозируема в полубесконечном 
интервале времени.  

Выделение подобных информационно-емких и 
простых показателей динамики нелинейных неав-
тономных цепей класса (1) пока невозможно, одна-
ко насущные запросы практики требуют формиро-
вания приемлемых информационных показателей 
их динамики. Если пойти по тому же пути, что для 
линейного случая, то возможно рассмотрение в ка-
честве необходимых информационных показателей 
корней  λ ,  1, 2, ...,  n n N= уравнения (2), формиро-

вание которого связано с вычислением определите-
ля A(p) матрицы А(D) выделенной линейной части 
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уравнения (1). Трактовка смыслового содержания 
получаемых при этом информационных показате-
лей  λ ,n  1, 2, ...,n N=  неоднозначна, поскольку 

взаимосвязь таких выделенных стационарных по 
сути показателей с качественными особенностями 
динамики нелинейной неавтономной цепи не под-
дается какой-либо содержательной идентификации 
даже постановочно. Возможны также случаи, когда 
в уравнении (1) матрица А(D) нулевая, т. е. факт 
существования корней уравнения (2) носит услов-
ный характер [9].  

Следовательно, целевым признаком выделе-
ния приемлемых информационных показателей 
динамики нелинейной неавтономной цепи слу-
жит условие гарантированного существования 
таких корней и наличие их явной взаимосвязи с 
нестационарными показателями искомого реше-
ния уравнения (1). Это условие может быть вы-
полнено, если в уравнении (1) матрицу А(D) 
определенным проблемно-ориентированным об-
разом выделить или довыделить из матрицы 

( , , )H x f t  [9], [10]. Все выполняемые при таком 

выделении или довыделении матрицы А(D) преоб-
разования должны носить эквивалентный характер, 
а динамика цепи и ее качественные особенности 
оставаться неизменными независимо от сформиро-
ванного варианта выделения или довыделения. 
В результате предлагаемого преобразования матри-
цы А(D) будет достигнута необходимая математиче-
ская взаимосвязь корней  λ ,  1, 2, ...,  n n N=  урав-

нения (2) с числовыми значениями искомых реше-
ний уравнения (1) в дискретные моменты времени, 
определяемые шагом численного расчета динамики 
цепи. Вследствие такой взаимосвязи корни

 λ ,  1, 2, ...,  n n N=  приобретут функциональную 

зависимость от времени, причем нестационарными 
станут как их количественные показатели, так и 
качественные характеристики. 

Полученный результат, обеспечивая суще-
ствование информационных показателей λ ,n  

1, 2, ...,n N=  теперь уже функциональной матри-

цы А(D) и их непосредственную математическую 
взаимосвязь с числовыми значениями динамики 
цепи при отсутствии целевого критерия выделе-
ния или довыделения матрицы А(D) за счет мат-
рицы ( , , )H x f t  не гарантирует каких-либо при-

емлемых информативных характеристик таких 
показателей. Существующие методы анализа ка-
чественных особенностей нелинейных объектов 
диктуют выбор в качестве целевого критерия 

формирования матрицы А(D) уравнения (1) усло-
вие ее совпадения с функциональной матрицей 
Якоби, соответствующей этому уравнению [4]–
[8]. Алгоритм решения такой задачи изложен в 
работе [10]. В результате приведения матрицы 
А(D) за счет матрицы ( , , )H x f t  к функциональ-

ной матрице Якоби нестационарные корни λ ,n  

1, 2, ...,  n N=  уравнения (2) приобретут статус 

собственных чисел этой матрицы.  
Нестационарные собственные числа λ ,n  

1, 2, ...,n N=  функциональной матрицы Якоби 

уравнения (1) в дискретные моменты времени, 
определяемые шагом его численного решения, 
имеют определенное смысловое содержание [4]–
[8]. В качестве локальной характеристики дина-
мики нелинейной неавтономной цепи они позво-
ляют характеризовать устойчивость и скорость 
изменения динамических параметров решений ее 
уравнения динамики (1) в бесконечно малой 
окрестности точки, соответствующей дискретно-
му моменту времени t из заданного интервала 
исследования 0[ ; ]t T . В окрестности особых то-

чек уравнения (1) собственные числа λ ,n  

1, 2,...,n N=  функциональной матрицы Якоби 
позволяют на фазовой плоскости выделить обла-
сти притяжения и отталкивания фазовых траекто-
рий, прогнозируя таким образом предельные со-
стояния цепи [6]–[8]. Локальные, т. е. в некото-
рый дискретный момент времени, показатели ин-
формативности нестационарных собственных чи-
сел λ ,  1, 2, ...,n n N=  функциональной матрицы 

Якоби, во взаимосвязи с анализом качественных 
особенностей динамики нелинейных неавтономных 
цепей обусловливают необходимость выявления 
функциональных в ограниченном интервале време-
ни показателей информативности этих нестацио-
нарных чисел и выделения причинно-следственных 
соотношений между такими функциональными 
показателями и характером динамики цепи.  

Выделив таким образом приемлемые неста-
ционарные информационные показатели λ ,n  

1, 2, ..., ,n N=  динамики нелинейной неавтоном-

ной электрической цепи, нужно установить их 
взаимосвязь с расчетной схемой метода, использу-
емого для анализа этой динамики. Для этого в рас-
четной схеме метода необходима аналитическая 
часть, в которой такая взаимосвязь может быть ор-
ганизована. Математический аппарат этой аналити-
ческой части должен соответствовать требованиям 
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процедуры вычисления собственных чисел функ-
циональной матрицы Якоби и условиям их взаимо-
действия с динамическими показателями решений 
уравнения (1). Этим требованиям в полной мере 
отвечает одношаговый аналитически-численный 
метод переменного порядка [9], [10]. 

Аналитически-численный метод расчета 
динамики нелинейных неавтономных элек-
трических цепей. Аналитически-численный ме-
тод расчета динамики выделенного уравнением 
(1) класса электрических цепей в заданном ин-
тервале исследования 0 [ ; ]t T  состоит из двух 

частей: аналитической и численной.  
Аналитическая часть метода основана на ап-

паратах обобщенных функций, преобразования 
Лапласа и функционально-степенных рядов. 
Процедура аналитической части предваряет вы-
полнение каждого очередного шага расчета и 
сводится к следующему. Сначала, разложив 
функции, описывающие внешние воздействия и 
нестационарные параметры цепи, в соответству-
ющие им степенные ряды, а также формально 
описав регулярные составляющие тех искомых 
решений, которые входят в элементы матрицы 

( , , )H x f t  уравнения (1), соответствующими им 

степенными рядами, правую часть этого уравне-
ния преобразуем к матрице-столбцу, элементами 
строк которой служат степенные ряды. Коэффи-
циенты этих степенных рядов в общем случае 
неизвестны, поскольку они выражены через из-
вестные коэффициенты степенных рядов для 
внешних воздействий и нестационарных пара-
метров цепи, и неизвестные коэффициенты сте-
пенных рядов для регулярных составляющих не-
которых из искомых решений. Выполненная опе-
рация приводит исходное уравнение (1) к виду, 
необходимому для последующего применения 
интегрального преобразования Лапласа. Преобра-
зовав по Лапласу переформированное уравнение 
(1) и решив полученное в результате алгебраиче-
ское уравнение по правилу Крамера, для изобра-
жения ( )lX p  искомого решения ( ),lx t  [1; ]xl L∈  

получим следующее выражение:  
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где ; lN J∈ ∈N Z .  

Дробно-рациональная функция, описываемая 
выражением (3), в общем случае, когда 0lJ ≥ , 

является неправильной и допускает ее представ-

ление в виде суммы целой рациональной ( )lX p−  

и правильной дробно-рациональной ( )lX p+  

функций. Последующее разложение правильной 

дробно-рациональной функции ( )lX p+  в ряд Ло-

рана в окрестности бесконечно удаленной точки 
преобразует выражение (3) следующим образом: 
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Коэффициенты .l jS , .l N iB − , .l iR , входящие в 

выражение (4), с учетом обозначений выражения 
(3) вычисляем по следующим формулам [9], [10]: 

(
. .

. .

1

.
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;

,
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где 1, 2, ..., lj J= ; 
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′= − ∑ , 

где .1,2, ...;  0,l ri S −= =  если lr J> ; 

 

.0 . 1

1

. . 1 .
0

;

,

l l N N

i
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R B A

R B R A A

−
−

− − − +
=

=

 
= −  
 

∑
 (5) 

где 1, 2, ... .i =  

Члены суммы в правой части последнего из ра-
венств (4) образуют соответственно главную и пра-
вильную части ряда Лорана для изображения 

( )lX p  искомого решения ( ),lx t  [1; ]xl L∈  в 
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окрестности бесконечно удаленной точки. Ориги-
налом для изображения ( )lX p  служит обобщенная 

функция ( ),lx t [1; ]xl L∈ , содержащая сингуляр-

ную ( )lx t−  и регулярную ( )lx t+  составляющие.  

Итак, после выполнения аналитической части 
метода для искомого решения ( ),lx t  [1; ]xl L∈  

уравнения (1) получим следующее описание:  

( ) ( ) ( )l l lx t x t x t− += + =  

 . .
0 0

δ ( ) ! ,
lJ

i
l j j l i

j i
S t R t i

− ∞

= =
= +∑ ∑  (6) 

где δ ( )j t  – импульсные функции от нулевого до 

lJ− -го порядка включительно, определенные в 

начальной для рассматриваемого интервала рас-

чета точке; .l jS  – их весовые коэффициенты; 

.l iR  – коэффициенты разложения регулярной со-

ставляющей решения ( )lx t+  в степенной ряд в пра-

вой окрестности начальной для рассматриваемого 

интервала расчета точке с абсциссой 0t += [9], [10].  
Полученная форма (6) описания искомого 

решения ( ),lx t [1; ]xl L∈  уравнения (1) отражает 

ряд принципиальных моментов, связанных с ана-
лизом качественных особенностей динамики не-
линейных неавтономных цепей. Применение ин-
тегрального преобразования Лапласа позволяет в 
точке, соответствующей началу текущего интер-
вала расчета, осуществить корректный переход от 
известных предначальных условий к подлежа-
щим определению начальным условиям и выде-
лить в искомых решениях уравнения (1) разрывы 
первого рода, если они существуют. Присутствие 

в описании (6) сингулярной составляющей ( )lx t−  

указывает на возможность выделения существу-
ющих дифференцируемых разрывов первого ро-
да. Отметим, что сингулярную составляющую 

решения ( )lx t− , если она существует, определяем 

в дискретный момент времени начала текущего 
шага расчета в аналитической части метода.  

Регулярная составляющая решения ( )lx t+ , как 

следует из описания (6), представлена степенным 
рядом и для ее вычисления в текущем интервале 
расчета служит численная часть метода, связан-
ная с соответствующей динамикой цепи дискре-
тизацией независимой переменной t. Численную 
часть метода для текущего интервала расчета

1 1[ ; ],  k k k k kt t t t h− −= +  начинаем с выбора вели-

чины шага kh h= , которую определяет следую-

щее равенство[9], [10]: 

 h q= τ,  (7) 

где 0 < q < 1.  
Предельная величина τ шага h, входящая в 

равенство (7), есть результат исследования схо-
димости в текущем интервале расчета числовых 
мажорант степенных рядов для регулярных со-

ставляющих ( )rx t+  искомых решений ( )rx t , r = 

= 1, 2, …, Lx,  уравнения (1). Текущий шаг расчета 

kh h= , выбранный в соответствии с равенством 

(7), таков, что обеспечивает выполнение ряда 
значимых условий для анализа качественных 
особенностей нелинейных неавтономных цепей. 

Во-первых, в интервале времени 1[ ; ],k kt t−  

1k k kt t h−= +  все степенные ряды для регулярных 

составляющих ( )rx t+  искомых решений сходятся к 

разложенным в них функциям ( )rx t+ , что указыва-

ет на их существование в этом интервале, придавая 
процедуре поиска решения логический смысл и 
практическую целесообразность.  

Во-вторых, выбранная согласно равенству (7) 
длительность kh h=  обеспечивает численную 

устойчивость процедуры вычисления в дискрет-
ный момент времени t = tk  приближенного зна-

чения ( ;  )k llx t I+  регулярной составляющей ( )lx t+  

искомого решения. Это вычисление связано с за-
меной ряда Тейлора для регулярной составляю-
щей решения частичной суммой его первых lI  

членов. Возникающий при этом остаточный член 
ряда, образуя локальную погрешность расчета, все-
гда ограничен и доступен для верхней оценки с по-
мощью формул, приведенных в работах [9], [10].  

В-третьих, длина шага kh h= , отвечающая 

равенству (7), всегда соответствует скорости из-

менения регулярных составляющих ( )rx t+  иско-

мых решений. Такой вывод обусловлен тем, что 
сходимость степенных рядов для регулярных со-

ставляющих решений ( )rx t+  исследуем, рассмат-

ривая соответствующие числовые последователь-
ности, члены которых образованы всевозможными 
комбинациями показателей этих степенных рядов, 
основания которых составляют значения производ-
ных конечных порядков от этих составляющих ре-
шений в дискретный момент времени t = tk–1.  
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В-четвертых, отвечающий равенству (7) шаг 
расчета kh h=  таков, что позволяет организовать 

процедуру верхней оценки | ( ;  )|llx t I+∆ , t = tk  абсо-

лютной полной погрешности расчета приближен-

ного значения ( ;  )k llx t I+  регулярной составляющей 

( )lx t+  искомого решения ( ),lx t  [1; ]xl L∈ . Под 

полной погрешностью расчета будем понимать по-
грешность, накопленную после выполнения двух и 
более шагов расчета, на каждом из которых возни-
кает локальная погрешность.  

Итак, выбрав в соответствии с равенством (7) 
текущий шаг расчета kh h=  и ограничив ряд 

Тейлора для регулярной составляющей решения 

( )lx t+  частичной суммой его первых lI  членов, 

вычисляем приближенное значение ( ;  )k llx t I+ ,  

tk = tk–1 + hk этой составляющей. Затем, оценив 

на текущем шаге kh h=  локальную погрешность 

расчета, вычисляем верхнюю оценку | ( ;  )|llx t I+∆ , 

t = tk полной погрешности расчета. Полученные 

таким образом численные результаты позволяют 
в дискретный момент времени t = tk выделить на 

оси ординат одномерный интервал, который со-

держит неизвестное точное значение ( )klx t+  ре-

гулярной составляющей искомого решения ( ).lx t+  

В принятых обозначениях этот интервал в дис-
кретный момент времени t = tk описывает следу-

ющее двойное неравенство: 

( ;  ) | ( ;  )|l k l l k lx t I x t I+ +− ∆ ≤  

 ( ) ( ;  ) | ( ;  )|.l k l k l l k lx t x t I x t I+ + +≤ ≤ + ∆  (8) 

Равенство (6) и двойное неравенство (8) опи-
сывают результаты вычислительной процедуры 
аналитически-численного метода на текущем ша-
ге расчета kh h= . Для следующего шага расчета в 

заданном интервале исследования 0[ ; ]t T  ось 

ординат переносим вправо на величину kh . По-

сле этого, выбрав из двойных неравенств (8) при 
l = r , r  = 1, 2, …, Lx приближенные значения 

предначальных условий для этого шага, повторя-
ем описанные процедуры аналитической и чис-
ленной частей метода.  

Установление взаимосвязи информацион-
ных показателей динамики нелинейной неав-
тономной цепи и параметров расчетной схемы 
аналитически-численного метода. Анализ вы-
ражения (3) с учетом уравнения (2) показывает, 

что для установления такой взаимосвязи необхо-
димо обеспечить математическую взаимосвязь 
между полюсами  λ ,  1, 2, ...,n n N=  изображения 

( )lX p  и динамическими показателями искомого 

решения ( ),lx t [1; ]xl L∈ . Динамическими показа-

телями регулярной составляющей ( )lx t+  [1; ]xl L∈  

служат коэффициенты .l iR  ее степенного ряда, 

входящие в описание (6). Коэффициенты .l iR  вы-

числяем в аналитической части метода с по-
мощью рекуррентных формул (5). Преобразова-
ние формул (5) приводит к новой форме их запи-
си, которая в явном виде отражает необходимую 
математическую взаимосвязь коэффициентов .l iR  

регулярной составляющей решения ( )lx t+  с полю-

сами  λ ,  1, 2, ...,n n N=  изображения ( )lX p+  этой 

составляющей, описываемого выражением (3). Но-
вые формы записи коэффициентов .l iR  приведены в 

работе [8]. Например, в случае, когда все полюсы

 λ ,  1, 2, ...,  n n N=  изображения ( )lX p+  простые, 

формула для вычисления коэффициентов .l iR  

имеет следующий вид [8]: 

 . .
1

, .
N

i
l i l n n

n
R r i

=
= λ ∈≥∑ Z  (9) 

Коэффициенты .l nr  вычисляем по формуле 

 

( )

*
. 1

1
. 1

*

1

.

i
m

l N m n
m

l n N
m

N m n
m

B

r

N N m A

−
− −

=
−

−
−

=

λ
=

+ − λ

∑

∑

 (10) 

Коэффициенты *
. 1 ,l N mB m− − ∈ Z  и * ,rA  

1, 2, ..., 1r N= −  в формуле (10) связаны с коэф-

фициентами . 1 , rl N mB A− − , входящими в выра-

жение (4), следующими соотношениями: 

* *
. 1 . 1 ; .l N m l N m N r r NB B A A A A− − − −= = −  

Формула (9) позволяет записать входящий в 
описание (6) степенной ряд для регулярной со-

ставляющей ( )lx t+  искомого решения в следую-

щей новой форме [8]: 

 [ ]
. .

0 0 1
( ) ! !,

mN
ni i

l l i l i
i i n

x t R t i R t i
∞ ∞

+

= = =
= =∑ ∑ ∑  (11) 

где mN  – число различных полюсов изображения 

( )lX p+ .  
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Сформированное описание (11) обусловлива-

ет для регулярной составляющей ( )lx t+  искомого 

решения ( ),lx t  [1; ]xl L∈  следующее эквива-

лентное представление:  

 [ ]

1
( ) ( ) .

mN
n

l l
n

x t x t+

=
= ∑  (12) 

Составляющие [ ]n
lx  вычисляем по формуле 

 [ ] [ ]
.

0
( ) !.n n i

l l i
i

x t R t i
∞

=
= ∑  (13) 

Система взаимосвязанных равенств (11)–(13) 
образует единый комплекс преобразований, со-
гласно которому на каждом шаге расчета динами-
ки нелинейной неавтономной цепи возможна де-

композиция реакции цепи ( )lx t+  по полюсам 

λ ,  1, 2, ...,n n N=  ее изображения ( )lX p+ . Де-

композиция не носит абсолютного характера, по-

скольку через коэффициенты *
. 1 ,l N mB m− − ∈ Z , 

входящие в формулу (10), для нелинейного объ-
екта декомпозиции всегда сохраняется объектив-
но существующая математическая взаимосвязь 
между всеми элементами (13) представления (12). 

Декомпозиция регулярной составляющей ( )lx t+  

искомого решения, описываемая системой ра-
венств (11)–(13), прошла успешную апробацию 
при решении ряда специальных задач, связанных 
с формализацией процедуры исследования суще-
ствования и единственности искомого решения 
уравнения (1), выбора шага расчета согласно ра-
венству (7), а также при оптимизации вычисли-
тельных затрат, связанных с оценкой абсолютной 
локальной погрешности расчета [9]. 

Итак, выполняем эквивалентное преобразова-
ние уравнения (1) к виду, когда матрица А(D) 
совпадет с функциональной матрицей Якоби, а 

полюсы λ ,  1, 2, ...,  n n N=  изображения ( )lX p+  

регулярной составляющей ( )lx t+  искомого реше-

ния станут собственными числами этой матрицы. 
Последующая декомпозиция этой составляющей 
решения по таким числам открывает новые воз-
можности по организации расчетных схем анали-
за качественных особенностей динамики нели-
нейных неавтономных цепей. В роли функцио-
нальных или распределенных во времени инфор-

мационных показателей этих особенностей пред-
лагаем рассмотрение потенциально существую-
щих функций, описывающих изменение в задан-
ном интервале исследования 0[ ; ]t T  нестацио-

нарных собственных чисел λ ,  1, 2, ...,n n N=  

функциональной матрицы Якоби, а также самих 
элементов (13) представления (12) регулярной 

составляющей ( )lx t+  искомого решения. Возмож-

ность декомпозиции реакций нелинейной цепи 
неординарна сама по себе, что обусловливает 
ожидаемую новизну открывающихся перспектив. 
Обозначим лишь некоторые из них, поскольку 
полнота суждений в отношении такой проблема-
тики – это вопрос времени.  

Контроль знака вещественных частей неста-
ционарных собственных чисел  λ ,  1, 2, ...,  n n N=  

функциональной матрицы Якоби в каждый дис-
кретный момент времени t = tk из заданного ин-

тервала исследования 0 [ ; ]t T  обусловливает фик-

сацию границ интервалов устойчивости и не-
устойчивости в отношении каждого из элементов 
(13) представления (12). Полученная информация 
первична для определения причинно-следствен-
ных соотношений: с одной стороны, между усло-
виями устойчивости или неустойчивости регу-

лярной составляющей решения ( )lx t+ , [1; ]xl L∈  

и, с другой стороны, подобными же условиями 
для элементов (13) представления (12) этой со-
ставляющей решения. Вывод об устойчивости 
или неустойчивости регулярной составляющей 

( )lx t+  искомого решения зависит тогда от нали-

чия среди нестационарных собственных чисел 
λ ,  1, 2, ...,n n N=  функциональной матрицы Яко-

би одного или нескольких доминирующих, а 
также от особенностей изменения таких домини-
рующих чисел в интервале исследования, вклю-
чая вариацию их характера. 

Использование элементов декомпозиции (13) 
во взаимосвязи с динамикой нестационарных 
собственных чисел λ ,  1, 2, ...,n n N=  функцио-

нальной матрицы Якоби открывает возможность 
иной трактовки результата расчета динамики це-
пи, описываемого двойным неравенством (8). 
Формирование подобных двойных неравенств 
для каждого из элементов декомпозиции (13) при 
нерегулярности динамических свойств цепи 
определяет исходные положения для выделения 
таких характерных соотношений и сочетаний 
между элементами декомпозиции (13), когда ди-
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намические показатели искомых решений урав-
нения (1) наиболее чувствительны к изменению 
параметров и внешних воздействий цепи, что 
обусловливает склонность к бифуркации, или же 
к вариации начальных условий, приводящих к 
«перемешиванию» фазовых траекторий [5]. 

Качественные характеристики и особенности 
функций, описывающих изменение в заданном ин-
тервале исследования 0[ ; ]t T  нестационарных соб-

ственных чисел λ ,  1, 2, ...,  n n N=  функциональ-

ной матрицы Якоби, включая непрерывность и 
монотонность таких функций, наличие точек их 
экстремума, вариативность характера и знака ве-
щественных частей, отражая внутренние причин-
но-следственные связи уравнения (1), представ-
ляют адаптивные функциональные показатели 
качественных особенностей нелинейной динами-
ки цепи, причем спектр и степень информативно-
сти этих показателей еще подлежат определению. 
Раскрытие содержательной стороны рассматривае-
мых функциональных показателей динамики нели-
нейной неавтономной цепи составляет самостоя-
тельную задачу, решение которой, возможно, по-
служит отправной точкой для более полного пони-
мания многосложного и неоднозначного поведения 
нелинейного объекта исследования. Определение 
соотношений между указанными функциональны-
ми показателями и динамическими показателями 
элементов декомпозиции (13) регулярной состав-

ляющей решения ( )lx t+ , [1; ]xl L∈  может приве-

сти к появлению новых вычислительных алгорит-
мов выделения, классификации и расчета стацио-
нарных и нестационарных режимов нелинейной 
динамики, включая формирование условий суще-
ствования такой динамики регулярного характера 
или перехода к детерминированному хаосу [2]–[5].  

В линейной модели корни характеристическо-
го полинома A(p) содержат исчерпывающие све-
дения о ее динамике. В нелинейной модели для 
придания корням уравнения (2) необходимой ин-
формативности целесообразно за счет матрицы 
H(x, f, t) дополнить матрицу A(D) до совпадения ее 
с функциональной матрицой Якоби. Ее собствен-
ные числа не служат аналогом корней характери-
стического полинома, но, обладая локальными, рас-
пределенными во времени показателями, дают но-
вую информацию, которая позволяет отчасти про-
гнозировать динамику нелинейной модели. 

Описываемая системой равенств (11)–(13) де-
композиция регулярных составляющих искомых 

решений уравнения (1) вводит самостоятельный 
вид функциональных показателей динамики не-
линейной цепи. Они определяют качественные 
особенности такой динамики непосредственно на 
основе особенностей динамических свойств са-
мих элементов декомпозиции (13). Как показано в 
приведенном далее примере, такая взаимосвязь 
прослеживается в причинно-следственных соот-
ношенях одного из доминирующих свойств нели-
нейной динамики – «жесткости» [1], [4], [5].  

Обобщая сказанное, отметим, что вариантов 
проявлений характерных особенностей нелиней-
ной динамики много, они разноплановы как по 
условиям возникновения, так и по показателям 
последствий. Нерегулярность как свойство такой 
динамики – это скорее норма, чем исключение 
[2]. Причины столь сложного и непредсказуемого 
поведения реакций нелинейной неавтономной 
цепи определяют собственные параметрические 
взаимосвязи ее уравнения динамики. Одной из 
составляющих комплексного показателя таких вза-
имосвязей служат, несомненно, собственные числа 
λ ,  1, 2, ...,n n N=  функциональной матрицы Якоби. 

Анализ особенностей динамики нелинейной неав-
тономной цепи на основе декомпозиции ее реакций 
на составляющие, каждая из которых соответствует 
одному из собственных чисел λ ,  1, 2, ...,n n N=  

функциональной матрицы Якоби при сохранении 
логической и математической взаимосвязи между 
этими составляющими, отражает существо предла-
гаемого нами нового подхода к решению поставлен-
ной задачи и новой методологии проведения необ-
ходимых исследований.  

Пример. Анализ качественных особенностей 
динамики нелинейной автономной электрической 
цепи на основе декомпозиции ее реакций по соб-
ственным числам функциональной матрицы Яко-
би, соответствующей ее уравнению динамики.  

В форме (1) уравнение динамики рассматри-
ваемой нелинейной автономной цепи имеет сле-
дующий вид: 

[ ] [ ]

[ ] [ ]

( )

( )

01
11.1 1.1

0 1 22.1 2.2

0 x ta D a

x ta a D

+
=  

 
[ ]

( )
( ) ( )

( ) ( )

20 1.1 211.1
2

2.1 21

,
0

h x t x tg
f t

h x t x t
= +  (14) 

где 
[ ] [ ]1 1

1.11.1 2.2 1a a h= = = ; 2.1 1h = − ; ( ) ( )1δf t t= ; 

[ ]0
1.1g  = A; 

[ ] [ ]0 0
1.1 2.11;a B a B= + = − . 
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После подстановки значений параметров, 
указанных в экспликации к уравнению (14), по-
лучили следующую, унифицированную для орга-
низации необходимых расчетных схем, форму 
этого уравнения:  

2
1 1 2

1 22 1 2

( ) ( ) ( )+ +1 0
( ) .

( ) 0 ( ) ( )

x t x t x tB A
t

x tB D x t x t

D
= δ +

− −
 (15) 

Уравнение (15), известное как уравнение 
брюсселятора, уникально, поскольку качествен-
ные особенности его решений существенным 
образом зависят от соотношения между парамет-

рами А и В [4]. При В = A2 + 1 наблюдается би-
фуркация Хопфа, в которой устойчивый предель-

ный цикл, существующий при В > (A2 + 1), пере-
ходит в устойчивую стационарную точку реше-
ния x1(t) = А; x2(t) = В/А, соответствующую 

условию В < (A2 + 1). Бифуркационное соотно-

шение параметров В = A2 + 1 устанавливает гра-
ницу проявления характерных особенностей ре-
акций рассматриваемой нелинейной автономной 
цепи. Это находит соответствующее отражение в 
характере и динамике нестационарных собствен-
ных чисел функциональной матрицы Якоби урав-
нения (15), а также в элементах декомпозиции 
(13), l = 1, 2,  n = 1, 2 искомых решений ( )lx t  этого 

уравнения по таким собственным числам. Выделе-
ние причинно-следственных и математических при-
знаков этой взаимосвязи составляет методологиче-
скую основу предлагаемого анализа качественных 
особенностей динамики нелинейной цепи.  

Довыделив матрицу линейной части А(D) 
уравнения (15) за счет матрицы H(x,  f, t) и обес-
печив тем самым совпадение корней характери-

стического уравнения (2) с собственными числа-
ми λn, n = 1, 2 функциональной матрицы Якоби 

этого уравнения, получили [9], [10]: 

2
1.0 2.0 1.0 1

12 21.0 2.0 1.0

1 2 ( )
( )

( ) 02

D B R R R x t A
t

x tB R R D R

+ + − −
= δ +

− + +
 

  
22

1 2 1.0 2.0 1 21.0
22

1 2 1.0 2.0 1 21.0

( ) ( ) 2 ( ) ( )
,

( ) ( ) 2 ( ) ( )

x t x t R R x t R x t

x t x t R R x t R x t

− −
+

− + +
 (16) 

где R1.0 и R2.0 – нулевые коэффициенты в разложе-

нии регулярных составляющих искомых решений 
( )rx t , 1, 2r =  уравнения (15) в степенные ряды.  

Выполнив над уравнением (16) вычислитель-
ную процедуру аналитической части аналитиче-
ски-численного метода, в форме (6) получили 
следующее описание искомых решений:  

 .
0

( ) ( ) !i
r r r i

i
x t x t R t i

∞
+

=
= = ∑  , 1, 2r = , (17) 

где Rr.i – коэффициенты степенных рядов для 

регулярных составляющих искомых решений 

( )rx t , вычисленные перед каждым очередным 

шагом расчета по формулам (9) при l = r и N = 2 
с использованием нестационарных собственных 

чисел λn, n = 1, 2 функциональной матрицы Яко-

би уравнения (16).  
Сформированные для искомых решений 

( )rx t , 1, 2r =  уравнения (16) описания не со-

держат сингулярных составляющих. Численная 
часть аналитически-численного метода в интер-
вале исследования [0; 10] с заданным предельным 

уровнем абсолютной локальной погрешности 
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расчета ( ) 5ε 1 10r h −= ⋅ и предначальными усло-

виями x1(0) = 1, x2(0) = 2.5 выполнили по стан-

дартной схеме. Результаты расчета для случая, 
когда A = 2, B = 6, приведены на рис. 1 (линия 1 – 
x1(t), линия 2 – x2(t)). Как видно из рис. 1, суще-

ствует устойчивый предельный цикл [4]. Из рисун-
ка также видно, что ключевой особенностью дина-
мики рассматриваемой нелинейной автономной 
цепи является «жесткость», т. е. чередование участ-
ков быстрого и медленного изменения ее реакций.  

Для анализа причинно-следственных связей 
выделенной ключевой особенности на основе 
описываемой системой равенств (11)–(13) при 

mN  = N = 2, l = 1, 2 декомпозиции искомых ре-

шений ( )lx t  = ( )lx t+  уравнений (16) по собствен-

ным числам λn, n = 1, 2 функциональной матрицы 

Якоби, на рис. 2–4 представлены результаты рас-
чета. На рис. 2 (A = 2, B = 6) приведены графики 
изменения вещественных и мнимых частей соб-

ственных чисел λn, n = 1, 2 (рис. 2, а: линия 1 – 

Re(lambda[1]), линия 2 – Re(lambda[2]); (рис. 2, б: 
линия 1 – Im(lambda[1]), линия 2 – Im(lambda[2])) 
функциональной матрицы Якоби (16). Согласно 
полученным результатам, «жесткости», как и в 
случае линейной автономной цепи, соответствует 
так называемое расхождение, или удаление друг 
от друга, абсолютных значений вещественных 
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частей максимального и минимального по моду-
лю корней характеристического уравнения (2). 
Принципиальное отличие нелинейного случая от 
линейного состоит, однако, в том, что показатель 
K такого расхождения, как видно из рис. 2, явля-
ется функцией времени. В интервалах времени  
[3–4], [8–9], когда искомые решения изменяются 
достаточно быстро, нестационарный показатель K 
действительно достигает сравнительно высоких 
значений, доходящих до 100 единиц. 

На рис. 3 показана динамика вещественных 
(а: линия 1 – Re(x1(t)→R[1] (0)), линия 2 – 

Re(x2(t)→R[2] (0)) и мнимых (б: линия 1 – 

Im(x1(t)→R[1] (0)), линия 2 – Im(x2(t)→R[2] (0)) 

частей двух составляющих (13), l = 1, n = 1, 2 ис-
комого решения x1(t) уравнения (16) при A = 2, 

B = 6, а на рис. 4 – искомого решения x2(t). 

Начиная с момента времени t = 4, определя-
ющего начало интервала с достаточно медленным 
изменением решений, показатель K непрерывно 
уменьшается, принимая в интервале времени [4–
8] значения, близкие к единице, и отражая тем 
самым отсутствие быстрых составляющих в этих 
решениях. Таким образом «жесткость» как каче-
ственная особенность нелинейной динамики ха-
рактеризуется не стационарным, как в линейной 
автономной цепи, а нестационарным показателем 
K. Функциональный характер этого показателя не 
только отражает существо нелинейной динамики, 
но и вскрывает основные принципы ее самоорга-
низации. Так, согласно способу расчета, опреде-
ляемому структурой матрицы Якоби уравнения 
(16), собственные числа λn, n = 1, 2 этой матрицы 

начиная со второго шага расчета являются функ-
циями, аргументами которых служат вычисляе-
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мые приближенные значения R1.0 и R2.0 искомых 

решений в начале текущего шага. В свою очередь, 
в соответствии с формулами (9), (10) эти собствен-
ные числа затем напрямую определяют динамиче-
ские показатели .l iR  искомых решений в конце 

текущего шага расчета. Таким образом, в пределах 
каждого шага расчета управление показателями 
решений, а значит и нестационарным показателем 
«жесткости» K осуществляется посредством внут-
ренних координатно-параметрических соотноше-
ний самого уравнения (16). Эти внутренние соот-

ношения через показатели .l iR  решений ( )rx t , 

1, 2r =  напрямую зависят от собственных чисел λn, 

n = 1, 2 функциональной матрицы Якоби, опреде-
ляющих показатель «жесткости» K. Иначе говоря, 
«жесткость», как качественная особенность нели-

нейной динамики цепи, обусловлена характером 
причинно-следственных соотношений, определяе-
мых структурой и параметрами уравнения (16), од-
нако, обладая всеми признаками адаптивного управ-
ления, показатели «жесткости» непосредственно и 
управляют характером этих соотношений.  

Рассматривая в заданном интервале исследо-
вания [0–10] изменение нестационарных соб-

ственных чисел λn, n = 1, 2 функциональной мат-

рицы Якоби, в качестве интегральной характери-
стики такого изменения можно принять систему 
двух взаимосвязанных функций относительно 
независимой переменной t. Для последующих 
рассуждений необходимо отметить одну принци-
пиальную особенность этих функций: они обла-
дают свойствами, которые однозначно соответ-
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ствуют проявляемым в существующем устойчи-
вом предельном цикле особенностям динамики 
решений уравнения (16). Одним из признаков 
такого соответствия служит качественная осо-
бенность этих функций, выражающаяся в чередо-
вании действительных и комплексных областей 
их допустимых значений. Чередование характера 
возможных значений этих функций в устойчивом 
предельном цикле, объективно отражая специфи-
ку динамических свойств искомых решений, обу-
словливает возможность выделения необходимо-
го информационного показателя для анализа 
условий возникновения бифуркации Хопфа в 
электрической цепи, описываемой уравнением 
(16). В качестве такого информационного показа-
теля можно рассматривать существование огра-
ниченных интервалов времени, в пределах кото-
рых множество допустимых значений функций, 
описывающих изменение нестационарных соб-

ственных чисел λn, n = 1, 2, определяется множе-

ством действительных чисел. Для уравнения (16) 
факт существования или отсутствия таких интер-
валов времени служит индикатором бифуркаци-

онного соотношения параметров: В = A2 + 1.  
Характер поведения нестационарных соб-

ственных чисел λn, n = 1, 2 функциональной мат-

рицы Якоби, описанный взаимосвязью, определя-
емой формулами (9), (10) и равенствами (11)–(13), 
направленным образом обусловливает динамику 
полученных в результате декомпозиции по этим 

числам составляющих [ ] ( )n
lx t , n = 1, 2, l = 1, 2 

каждого из искомых решений ( )lx t  уравнения 

(16). В интервалах времени [0…2.5] и [4…6.5], ко-
гда, как видно на рис. 1, 3, 4, решения изменяются 

медленно, составляющие [ ] ( )n
lx t , n = 1, 2, l = 

= 1, 2 каждого из искомых решений ( )lx t  обла-

дают вещественными и мнимыми частями и в 
сумме, согласно равенству (12), N = 2, l = 1, 2, 
определяют качественное содержание и прибли-

женные значения ( ;  )k llx t I+  этих решений. Чис-

ленные значения составляющих [ ] ( )n
lx t , n = 1, 2, 

l = 1, 2 искомых решений ( )lx t  таковы, что их 

вклад в вычисляемые на каждом шаге расчета при-

ближенные значения решений ( ;  )k llx t I+  почти 

одинаков. Иначе говоря, в интервалах медленного 
изменения искомых решений влияние составляю-

щих [ ] ( )n
lx t , n = 1, 2, l = 1, 2 на формирование ди-

намических показателей решений почти одинаково, 
доминирование какой-либо из них отсутствует. 

В интервалах времени [3–4] и [7–8], когда, как 
видно на рис. 1, 3, 4, искомые решения уравнения 
(16), изменяются достаточно быстро, составляю-

щие [ ] ( )n
lx t , n = 1, 2, l = 1, 2 этих решений, за 

исключением сравнительно малой окрестности 
точек смены знака вещественных частей соб-
ственных чисел λn, n = 1, 2 функциональной мат-

рицы Якоби, обладают вещественными частями. 
Такой характер численного содержания состав-

ляющих [ ] ( )n
lx t , n = 1, 2, l = 1, 2 решений ( )lx t  

полностью соответствует характеру динамики 
нестационарных собственных чисел λn, n = 1,2 

функциональной матрицы Якоби, как видно на 
рис. 2. Анализируя характер влияния и взаимо-

действия составляющих решений [ ] ( )n
lx t , n = 

= 1, 2, l = 1, 2 на формирование показателей ди-
намики решений ( )lx t , представляющих резуль-

тат суммирования этих составляющих, отметим 
явно выраженный признак доминирования одной 
составляющей над другой. Это доминирование 
для каждого из искомых решений проявляется по-
своему. Для первого из решений x1(t), как видно 

на рис. 3, в интервалах его быстрого изменения 

явно доминирует вторая составляющая [ ] ( )2
1x t . 

Для второго решения x2(t), как видно на рис. 4, 

картина иная: доминирует то первая составляю-

щая [ ] ( )1
2 ,x t  то вторая – [ ] ( )2

2x t . Обобщая сказан-

ное, заключаем, что качественным признаком су-
ществования устойчивого предельного цикла 
служит наличие интервалов времени, в которых 

влияние составляющих декомпозиции [ ] ( )n
lx t , 

n = 1, 2, l = 1, 2 на показатели решений ( )lx t ,  

l = 1, 2 не равноценно – одна из составляющих  
явно доминирует над другой.  

Далее на рис. 5–8 приведены результаты рас-
чета динамики рассматриваемой нелинейной ав-
тономной цепи в случае, когда в уравнении (16) 
параметры A = 2, B = 5. Предначальные условия, 
интервал исследования и предельный уровень 
абсолютной локальной погрешности расчета те 
же, что и для рассмотренного случая A = 2, B = 6. 
На рис. 5 приведены приближенные решения 
уравнения (16) при A = 2, B = 5.  
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Как видно на рис. 5, вследствие выполнения 

при A = 2 и B = 5 условия В = A2 + 1 действи-
тельно возникает бифуркация Хопфа, когда 
устойчивый предельный цикл, существование 

которого определяет условие В > (A2 + 1), пере-
ходит в устойчивую стационарную точку реше-
ния с показателями: x1(t) = А; x2(t) = В/А. Каче-

ственное изменение характера динамики цепи 
вследствие такой бифуркации находит свое отра-
жение, как видно на рис. 6–8, и в изменениях ха-
рактерных свойств динамики нестационарных 
собственных чисел функциональной матрицы 

Якоби λn, n = 1, 2, и в описываемых равенствами 

(13) при l = 1, 2 и n = 1, 2 двух составляющих 
[ ] ( )n
lx t  каждого из искомых решений ( )lx t .  
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На рис. 6 представлены графики изменения 
вещественных (а: линия 1 – Re(lambda[1]), линия 
2 – Re(lambda[2]) и мнимых (б: линия 1 – 
Im(lambda[1]), линия 2 – Im(lambda[2])) частей 
собственных чисел λn, n = 1, 2 функциональной 

матрицы Якоби уравнения (16) при A = 2 и B = 5. 
Как видно на рис. 6, после момента времени t = 
= 3.5 собственные числа функциональной матри-
цы Якоби λn, n = 1, 2 имеют исключительно ком-

плексный характер. Согласно рис. 2, в устойчивом 
предельном цикле эти собственные числа прини-
мают как комплексные, так и действительные зна-
чения. Следовательно, информативным показате-
лем бифуркации Хопфа, вызванной переходом ис-
комых решений ( )lx t , l = 1, 2 уравнения (16) от 

устойчивого предельного цикла (A = 2, B = 6) к 
устойчивой стационарной точке (A = 2, B = 5), 
служит исключение после непродолжительного 
переходного процесса, действительных чисел из 
областей значений функций, описывающих дина-
мику нестационарных собственных чисел λn, n = 

= 1, 2, функциональной матрицы Якоби.  
Как видно на рис. 5, в результате бифуркации 

из состава характерных свойств искомого реше-
ния уравнения (16) исчезает «жесткость». Суще-
ствование этой особенности в устойчивом пре-
дельном цикле, при A = 2, B = 6, неразрывно свя-
зано с чередованием областей действительных и 
комплексных значений нестационарных соб-
ственных чисел функциональной матрицы Якоби 
λn, n = 1, 2. В устойчивой стационарной точке 

решения уравнения (16), при A = 2 и B = 5, вслед-
ствие изменения внутренних координатно-пара-
метрических взаимосвязей этого уравнения исче-
зает ключевое для существования «жесткости» 
чередование интервалов времени, в которых не-
стационарные собственные числа λn, n = 1, 2 то 

действительные, то комплексные. Таким образом, 
исчезновение «жесткости» из состава характер-
ных особенностей искомых решений уравнения 
(16) можно рассматривать как еще один инфор-
мационный показатель бифуркации Хопфа.  

На рис. 7 показана  динамика вещественных 
(а: линия 1 – Re(x1(t)→R[1] (0)), линия 2 – 

Re(x2(t)→R[2] (0)) и мнимых (б: линия 1 – 

Im(x1(t)→R[1] (0)), линия 2 – Im(x2(t)→R[2] (0)) 

частей двух составляющих (13), N = 2, l = 1 иско-
мого решения x1(t) уравнения (16) при A = 2, B = 

= 5, на рис. 8 – искомого решения x2(t). 

Во взаимосвязи с отмеченными особенностя-
ми представляет интерес изменение в бифурка-
ции Хопфа характера взаимодействия составля-

ющих [ ] ( )n
lx t , l = 1, 2, n = 1, 2 искомых решений

( )lx t  уравнения (16), соответствующих соб-

ственным числам λn, n = 1, 2 функциональной 

матрицы Якоби. Сравнение и анализ результатов 
расчета, представленных на рис. 3, 4 и рис. 7 и 8, 
показывает, что одним из условий перехода от 
устойчивого предельного цикла решения (A = 2, 
B = 6) к устойчивой стационарной точке (A = 2, 
B = 5) служит качественное изменение характера 

взаимодействия составляющих [ ] ( )n
lx t , l = 1, 2, 

n = 1, 2 искомых решений ( )lx t , соответствующих 

собственным числам функциональной матрицы 
Якоби λn, n = 1, 2. В устойчивом предельном цик-

ле решения характерно наличие интервалов вре-
мени, в которых влияние составляющих декомпо-

зиции [ ] ( )n
lx t , n = 1, 2, l = 1, 2 на динамические 

показатели решений ( )lx t , l = 1, 2 сопряжено с 

доминированием одной составляющей над дру-
гой. Рис. 7 и 8 указывают на отсутствие такой 
качественной особенности для случая устойчивой 
стационарной точки решения. Как видно из рис. 7 
и 8, после непродолжительного переходного про-
цесса качественной особенностью динамики цепи 
служит полное равенство значений и совпадение 
форм вещественных и мнимых частей составля-

ющих декомпозиции [ ] ( )n
lx t , n = 1, 2, l = 1, 2 для 

каждого из искомых решений ( )lx t . Таким обра-

зом, информативным показателем бифуркации 
Хопфа, вызванной переходом искомых решений 

( )lx t , l = 1, 2 уравнения (16) от устойчивого пре-

дельного цикла (A = 2, B = 6) к устойчивой стаци-
онарной точке (A = 2, B = 5), служит исключение 
какого-либо доминирования среди составляющих 

[ ] ( )n
lx t , n = 1, 2, l = 1, 2 при формировании ди-

намических показателей искомых решений ( )lx t .  
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THE ANALYSIS OF THE QUALITY FEATURES OF THE DYNAMICS IN NON-AUTONOMOUS  

NONLINEAR ELECTRIC CIRCUITS BY USING EIGENVALUES OF THE FUNCTIONAL JACOBI MATRIX 

In the article the algorithm of the research qualitative characteristics and properties of the dynamics of nonlinear nonautono-

mous electrical circuits with lumped parameters. The algorithm is based on the decomposition of the regular components of 

the desired solutions of the equations of the dynamics of such circuits on their own numbers of the functional Jacobian matrix 

and the subsequent allocation of the relationships between the properties of the circuit and information indicative of the re-

sults of such decomposition. The procedure for finding the solutions generated using the computational scheme of the analyti-

cal and numerical method. Analytical-numerical method belongs to the class of single-step methods, variable order, and its 

computational procedure consists of two parts. The analytical part is based on the apparatus of generalized functions, gener-

alized Laplace transform and functional power series. The basis of the numerical part of the principle of analytic continuation 

of the solution and the procedure for selecting the desired step of the calculation and order method. 

Electric circuit, nonlinear dynamics, numerical method, the step of the calculation, the error in the calculation,  

the decomposition of the desired solution, the Jacobian matrix, the dynamic properties of the circuit 
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Синхронный реактивный двигатель при учете  
активного сопротивления обмотки статора 

Рассматривается математическая модель трехфазного синхронного реактивного двигателя с учетом 
активного сопротивления обмотки статора. Даны выражения для тока обмотки статора, потребля-
емой активной и электромагнитной мощностей, а также электромагнитного момента двигателя. 

Синхронный реактивный двигатель, активное сопротивление обмотки статора, составляющие  
электромагнитного момента, критический угол нагрузки, максимальный электромагнитный  
момент, электрический КПД статора 

В синхронных реактивных двигателях (СРД), 
как и в обычных синхронных явнополюсных дви-
гателях с возбуждением [1], активное сопротив-

ление обмотки статора 1r  значительно меньше 

синхронных индуктивных сопротивлений по про-

дольной dx  и поперечной qx  осям. Поэтому в 


