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Технологии автоматизации работы 
с исследовательскими задачами  
на примере задачи «Часы-календарь» 

Представлен новый подход к автоматизации поддержки самостоятельной исследовательской дея-

тельности школьников посредством введения системы критериев оценки построений пользователя в 

процессе взаимодействия с имитационной моделью. Представленный анализ протоколов работы с сю-

жетом показывает широкую вариативность решений участников, что подтверждает возможность 

использования предложенного подхода для поддержки индивидуальных маршрутов, характеризующих 

творческую составляющую учебного труда. 

Автоматизация поддержки исследовательской деятельности, имитационное  

моделирование, управляющие критерии, творческие конкурсы 

Проблема технологической поддержки работы 
с задачами из курса математики, которые не реша-
ются по образцу, а предполагают предварительный 
эксперимент, выдвижение гипотезы и ее верифи-
кацию, весьма актуальна в связи с изменением 
приоритетов в предметном обучении, связанных с 
переносом акцента с усвоения конкретных фактов 
на овладение общими приемами интеллектуальной 
деятельности в предметной области. 

В настоящее время быстро развивается тех-
ническая поддержка так назывемых серьезных 
игр, представляющих собой имитационные моде-
ли из различных областей человеческой деятель-
ности, в которых обучающим дается большая 
свобода по сравнению с традиционной учебной 

деятельностью*. В то же время, серьезные игры в 
большей степени применимы к обучению соци-
альным навыкам и меньше – к изучению фунда-
ментальных наук. 
                                                             

* Serious Game Design http://seriousgames.msu.edu, Foldit. 
Официальный сайт http://fold.it. 

Подходы к проблеме соединения трудных или 
нерешенных задач с информационными техноло-
гиями можно видеть в разработке проекта 
www.etudes.ru, в котором предпринята попытка 
создания небольших компьютерных фильмов, визу-
ализирующих сложные математические задачи и 
идеи их решения. Недостатком этого подхода яв-
ляется пассивность обучаемого, т. е. отсутствие 
обратной связи обучаемого с моделью. 

Способ возможного устранения этого недо-
статка демонстрирует конкурс «Конструируй, 
исследуй, оптимизируй» (www.kio.spb.ru/kio), в 
котором участникам предлагаются имитационные 
модели математических задач [1]–[3]. Каждая 
задача снабжена набором инструментов, позво-
ляющим проводить эксперименты с моделью. 
Модели задач приведены в понятной метафоре и 
снабжены средствами визуализации, позволяю-
щими воспринимать задачу как серьезную (пра-
вильнее, научную) игру. Задачи снабжены критери-
ями, позволяющими оценивать качество найденных 
частичных решений и тем самым обеспечивать це-
ленаправленное улучшение этих показателей. 
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Важным условием является и вычислительная 
сложность разбираемых задач, как правило, они 
относятся к классу NP-трудных, поэтому даже если 
участники будут пробовать написать программы 
для их решения, время работы программы будет 
слишком большим, чтобы рассматривать этот ва-
риант подхода. Успешными оказываются те 
участники, которые раньше начинают понимать 
суть задачи и использовать результаты экспери-
мента для выдвижения разумных гипотез. 

В настоящей статье будут развиты технологиче-
ские подходы, связанные с формулировкой крите-
риев и анализом протоколов, позволяющие наблю-
дать за процессом влияния отобранных критериев 
на поведение участников Конкурса и их результаты. 

Отбор математических задач для конкурса 
и технология их преобразования в исследова-
тельские сюжеты. В практике олимпиадного и 
кружкового движения в России накоплен богатей-
ший опыт [4]. Много интересных сюжетов, связан-
ных с замечательными математическими задачами, 
собрано в журнале «Квант». В то же время, до 
настоящего времени не рассматривалась проблема 
автоматической поддержки работы ученика с 
трудной задачей, решение которой ученику 
(а возможно, и никому в настоящий момент вре-
мени) неизвестно. В этом случае на первое место 
выходят не методические вопросы по объясне-
нию нового материала, а методические и техни-
ческие проблемы организации такой деятельно-
сти ученика (точнее, его САМОдеятельности), 
которая позволит ему понять сущность самой 
задачи и инициирует желание решить ее. Это же-
лание первоначально выразится в эксперимен-
тальной деятельности, а в перспективе приведет к 
теоретическому осмыслению задачи посредством 
собственных размышлений, чтения популярной и 
научной литературы и общения с другими людьми. 

Проблема постановки задачи как части процес-
са обучения математике в такой интерпретации яв-
ляется новой, хотя ставилась ранее в работах Пойа 
и его последователей безотносительно проблемати-
ки автоматизации процесса обучения [5]. 

Рассмотрим процесс создания исследователь-
ского сюжета для автоматизированной поддержки 
работы ученика на примере задачи «Часы-кален-
дарь», которая была подготовлена к Конкурсу 
авторами статьи. 

Математическое содержание задачи связано с 
важной темой периодического движения, соизме-
римости чисел, рациональными числами, интер-
претацией операции умножения в механических 

устройствах. Заметим, что теория наилучших 
приближений Чебышева, не изучаемая не только 
в школе, но и в большинстве технических вузов, 
содержит в себе важные фундаментальные идеи, 
которые должны входить в состав компетенций 
инженера-техника. Также следует обратить вни-
мание на важное замечание Симура Паперта [6] о 
том, что он в детстве освоил таблицу умножения, 
играя с шестереночными механизмами. Таким 
образом, сюжет дает новую интерпретацию для 
формирования важных математических понятий. 

Реализация сюжета в имитационной модели 
основана на создании конструктора для сборки 
часовых механизмов из сдвоенных зубчатых ше-
стерен. Число зубьев (которое определяет радиус 
шестерни) и расположение шестерен может ме-
няться пользователем. Пользователь может со-
брать «открытую» или «замкнутую» передачу. 
В первом случае результат будет представлен 
двумя циферблатами, по первому из которых бу-
дет двигаться стрелка, связанная с первой ше-
стерней, по второму – с последней. Во втором 
случае стрелки оказываются на одной оси (для 
этого первая и последняя шестерни могут вра-
щаться на оси независимо друг от друга). Таким 
образом, если шестерня с n зубьями передает 
движение на шестерню с k зубьями, коэффициент 
изменения скорости будет n/k. Например, для со-
здания «обычных» часов нужно комбинацией ше-
стерен получить передаточный коэффициент 12 
(соотношения скоростей движения минутной и 
часовой стрелок). Проанализируем особенности, 
которые отличают построение математического 
сюжета с компьютерной поддержкой от создания 
новой математической задачи. 

Первая особенность, о которой уже косвенно 
упоминалось, – разработка адекватной метафоры. 
В данном случае это часы. Такая метафора целе-
сообразна, так как часы со стрелками распро-
странены широко, и визуальные представления о 
соотношении скоростей часовой и минутной 
стрелок имеют все школьники. 

Вторая особенность – создание набора ин-
струментов, который будет не слишком велик, 
чтобы с ним можно было разобраться на «интуи-
тивном уровне», но который достаточен для того, 
чтобы опосредовать те математические операции, 
ради понимания которых создается сюжет. 
В данном случае это сдвоенные шестерни. Заме-
тим, что инструменты должны быть устроены так, 
чтобы автоматически компенсировать те сложно-
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сти, которые всегда возникают в конкретной реа-
лизации абстрактной идеи. Например, в данном 
сюжете зубцы имеют форму одинаковых пра-
вильных треугольников, что не соответствует 
форме реального зубца, которая учитывает 
«плавность» взаимодействия зубцов при повороте 
шестерен. Однако с точки зрения передаточного 
числа этот фактор несущественен, а использова-
ние одинаковых зубцов для всех шестерен позво-
ляет избавить пользователя от необходимости 
задавать 2 параметра: радиус шестерни и число 
зубцов и в то же время дает понятную (и легко 
теоретизируемую) связь между этими параметра-
ми. Далее, нужно как-то учесть расположение 
шестерен в пространстве (какая находится выше, 
какая ниже). Для решения этой задачи был вы-
бран следующий прием: взаимодействовать могут 
только две соседние шестерни, а высота осей ше-
стерен подстраивается автоматически так, чтобы 
новые шестерни располагались все ниже и ниже. 

Третья особенность – выбор критериев для 
оптимизации (оценочной функции). По мнению 
авторов, критериев этих должно быть обязатель-
но несколько, чтобы все ученики могли начать 
работу с сюжетом и получить обратную связь, 
которая позволит им улучшать свое решение. За-
метим, что этим свойством не могут обладать 
традиционные олимпиадные задачи: они будут 
либо простыми, либо сложными. Методисты ре-
гулярно пытались делать задачи одновременно и 
простыми и сложными, например, они делили 
задачи на пункты, создавали последовательности 
усложняющихся задач. Однако наличие несколь-
ких критериев позволяет решать эту проблему 
проще, естественнее и с большим педагогиче-
ским эффектом.  

Итак, первым критерием в сюжете про часы 
была выбрана точность передаточного отноше-
ния, а цепочка соединенных шестерен была пред-
ставлена в форме примера. Тем самым у всех 
участников был сразу положительный (и неухуд-
шаемый, так как программа всегда сохраняет 
лучшее решение – рекорд) результат. Далее уче-
ники могли изменять число зубьев, добавлять или 
убирать шестерни, перемещать их, чтобы за-
мкнуть цепь. Эти действия приводили к усвое-
нию связи между числом зубьев соседних шесте-
рен и передаточным коэффициентом.  

Для знакомства с сюжетом участникам был 
предложен пример, состоящий из четного числа 
шестерен, поэтому стрелки крутились в разные 
стороны. Правильное направление движения 
стрелок – второй критерий оценки качества ре-

шения. Заметим, что в процессе решения про-
блемная ситуация возникала дважды. После того 
как ученики догадывались о связи четности числа 
шестерен с направлением вращения стрелок и 
создавали цепь с нечетным число шестерен, они 
начинали пытаться замыкать цепь. И здесь их 
ждала вторая проблемная ситуация: в замкнутой 
цепочке число шестерен для согласованности 
направлений вращения должно быть четное (!). 
Таким образом, второй критерий давал возмож-
ность усложнить задачу только для тех, кто сумел 
решить первую проблему.  

Для тех, кто сумел разобраться с обеими про-
блемами и создать «правильные» часы с одним 
циферблатом, начинал работать третий крите-
рий (реально все значения целевых функций вы-
водились для каждого решения, однако указан-
ный порядок применения критериев определял 
именно такую последовательность возникнове-
ния новых проблемных ситуаций): «размер кор-
пуса часов». Например, на «виде сверху» вокруг 
шестерен описывался прямоугольник со сторона-
ми, направленными вертикально и горизонталь-
но, площадь которого и определяла размер корпу-
са. Теперь ученикам нужно было, во-первых, по-
думать о том, как выгоднее расположить шестер-
ни, во-вторых, заново подумать о наиболее 
выгодных размерах этих шестерен, т. е. о числе 
зубьев и их отношениях (фактически, здесь уче-
ники столкнулись с эквивалентностью различных 
записей рациональных чисел, таких, как 36/18 и 
18/9; заметим, что в школьном курсе объяснение 
того, что рациональное число представляется 
классом эквивалентных дробей, считается «труд-
ным местом»). 

Четвертая особенность – неявные критерии и 
ограничения, которые во многих задачах опреде-
ляют их принадлежность к классу NP-трудных 
задач. Очевидно, что в данном сюжете нужно 
ограничить сверху и снизу числа зубьев на ше-
стернях (чтобы не появлялись шестерни с одним 
зубом или с 1000 зубьев). Заметим, что ограниче-
ние сверху можно было бы снять, поскольку оно 
косвенно определяется третьим критерием, одна-
ко по причинам ограниченности экрана целесо-
образно было это ограничение установить сразу. 
Другим – неявным, но геометрически естествен-
ным критерием было непересечение одними ше-
стернями осей других. Это накладывало условия 
типа неравенств на количества зубьев соседних 
шестерен (разумеется, никаких таких ограниче-
ний явно не формулировалось, более того, они 
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являются частью проблемы формализации задачи 
для тех, кто попытается описать задачу формаль-
но-теоретически). 

Пятая особенность – выбор визуализации. 
Выбор визуализации определяется методической 
целью, однако есть и общие правила. Одним из 
таких правил является множественность пред-
ставления [7]. В данной задаче это реализовано 
параллельным представлением конструкции в 
двух плоскостях: вертикальной и горизонтальной 
(на рис. 1 в нижней части показан вид сбоку, а в 
верхней – вид сверху интерфейса задачи «Часы-
календарь» для начального уровня). Вид сбоку 
позволяет естественным образом ассоциировать 
передаточные числа с числителем и знаменателем 
дробей, вид сверху позволяет удобно работать с 
шестернями и следить за связью решения с тре-
тьим критерием.  

Шестая особенность – возможность усложне-
ния задачи для различных возрастных уровней. 
В данной задаче это решено следующим образом: 
если для младших школьников выбраны «обыч-
ные часы» и решить задачу можно выбирая пере-
даточными целые числа (например, 2, 2, 3 для 
разомкнутой цепочки), то для среднего уровня 
решение можно было найти, только используя 
дробные передаточные числа (были предложены 
часы с неделями). Наконец, для старшего уровня 

было предложено сделать годовые часы-календарь, 
где нужно было согласовать земной год и земные 
сутки. Для решения этой задачи целесообразно 
применять теорию наилучших приближений (ее 
развитие). Поскольку эта теория для участников 
Конкурса неизвестна, то решение задачи можно 
рассматривать как постановку проблемной ситуа-
ции, разрешить которую ученики смогут при изу-
чении указанной теории. 

Особенности реализации исследователь-
ского сюжета «Часы-календарь». Для возмож-
ности последующего анализа действий пользова-
теля при разработке была поставлена задача пол-
ного воспроизведения построения решения в ре-
жиме интерактивного плейера. Для этого 
использовался специальный журнал, в который 
записывались все операции пользователя с си-
стемой. 

Модуль задачи «Часы» был реализован с ис-
пользованием шаблона MVC (model-view-
controller), предполагающего разделение модели 
данных приложения, пользовательского интер-
фейса и взаимодействия с пользователем на 3 от-
дельных компонента. Данных подход позволяет 
модифицировать каждую часть, не затрагивая 
остальные. На диаграмме (рис. 2) показаны ос-
новные классы модели и представления, классы-
контроллеры опущены.  
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Основным классом модели является переда-
точный механизм (TransmissionMechanism), со-
держащий несколько передаточных шестерен 
(TransferGear), каждая из которых, в свою оче-
редь, состоит из двух простых шестерен (Simple-
Gear). Передаточный механизм содержит методы 
добавления/удаления передаточных шестерен 
(addTranserGear/removeTransferGear), проверки 
замкнутости механизма (isFinished), проверки 
наличия пересечения осей передаточных шесте-
рен (isConflicted) и поворота головной шестерни 
механизма (rotate). Каждая передаточная шестер-
ня имеет уникальный идентификатор (id) и коор-
динаты центра осей на плоскости (x, y). Простая 
шестерня характеризуется количеством зубьев 
(amountOfCogs). 

Как видно из диаграммы, часовой механизм 
имеет 2 представления: вид сверху и вид сбоку. 
Каждый класс модели содержит ссылки на 2 
класса представления (*FrontView и *SideView).  

При изменении объекта-модели автоматиче-
ски вызываются методы обновления объектов-
представлений (update). 

Фиксирование изменений можно было реали-
зовать как на уровне модели, так и на уровне 
представления. Формирование окончательного 
решения достаточно отследить по изменениям 

модели, но тогда информация о способе теряется, 
так как одни и те же изменения можно осуще-
ствить при помощи различных элементов управ-
ления (вида сверху, вида сбоку или же дополни-
тельных кнопок панели управления). Последнее 
представляет интерес с точки зрения анализа 
удобства интерфейса. Кроме того, отслеживание 
действий на уровне представления позволяет де-
лать анализ попыток действий, которые не допу-
стимы моделью. 

Таким образом, было принято решение запи-
сывать в журнал и взаимодействие пользователя 
на уровне представления, и изменения в модели.  

Полученные команды имеют вид: 
<log item> = <time>; <source>; <command> 

{;<command argument>}, 
где time – время выполнения команды; source – 
источник команды (представление или модель); 
command – само изменение и его параметры. 

Дополнительно в журнале фиксировались 
улучшения решений, что позволяет выделить 
контрольные точки и анализировать возможности 
улучшения, которые использовал пользователь. 

Одной из особенностей формата «КИО-
конкурса» является возможность растянутого во 
времени взаимодействия с модулем. Участник 
может работать на протяжении недели, при этом 
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загружать какие-то из существующих решений 
или свое лучшее на данный момент решение. По-
этому важной задачей анализа журнала является 
выделение сеансов непрерывной работы по поис-
ку решения. Временные метки и записи о загруз-
ках решения позволяют это сделать. 

Из полученных логов можно извлекать различ-
ную педагогическую информацию [10], например: 

1. Сколько учеников оптимизировали только 
первый критерий (точность хода), а сколько пе-
решли к оптимизации по следующим по порядку 
критериям (направление вращения, замкнутость 
цепочки шестерен, площадь корпуса). 

2. Выделять группы решений по способу оп-
тимизации критерия «площадь часов». Ученики 
могут идти как по пути уменьшения зубьев у ше-
стерен, так и по изменению геометрии часов. 

3. Анализировать скорость улучшения решений. 
Результаты эксперимента и анализ лучших 

решений. Описанный сюжет использовался в 
качестве основной задачи (на каждом уровне бы-
ла вариация задачи) на конкурсе КИО-2013, в ко-
тором участвовало около 5000 школьников. 

Для анализа было выбрано 100 лучших реше-
ний каждого уровня. На рис. 3–8 представлены 
примеры решений начального уровня, демон-
стрирующие широкие возможности использова-
ния критериев для поддержки самостоятельной 
исследовательской деятельности школьников. 

Каждому решению можно сопоставить пред-
ставление числа 12 в виде произведения дробей. 
Эти представления могут отличаться количеством 
множителей; порядком множителей; составом 
множителей; точностью (быть точными или при-
ближенными представлениями). 

Например, рис. 3 соответствует представле-
ние 12 = 32/8 · 24/8 · 24/24, а рис. 4 – 12 = 16/8 × 
× 16/8 · 16/8 · 12/8 и 12 = 16/8 · 16/8 · 16/8 · 15/10 
соответственно.  

Перечислим важные педагогические резуль-
таты, полученные в результате анализа решений. 

1. Участниками представлен широкий спектр 
различных решений, что свидетельствует о высо-
ком потенциале выбранного подхода для под-
держки индивидуальных поисковых маршрутов. 
Так, даже 2 лучших решения отличаются числом 
зубьев шестерен, т. е. представляют математиче-
ски различные решения – различные разложения 
требуемого передаточного коэффициента на мно-
жители, а не только расположением их на плоско-
сти (рис. 4). Другим доказательством тезиса и 
характеристикой выбираемых для Конкурса задач 
является наличие большого числа локальных экс-
тремумов в поставленном исследовательском 
сюжете. Так на рис. 5 показаны вариации реше-
ний, использующие всего 4 шестерни, причем 
вторые 2 решения получены комбинацией целых 
передаточных коэффициентов. 

В таблице представлена полная статистика 
для 100 лучших решений по разным уровням (0-й 
уровень соответствует ученикам 1–4-го классов, 
1-й уровень – 5–7-й классы, 2-й уровень – 8–11-й 
классы). Разнообразие найденных участниками 
решений хорошо характеризует строка 2, из кото-
рой следует, что для лучших 100 решений разно-
образие решений составляет 70, 83 и 85 % для 
начального, 1-го и 2-го уровней соответственно.  

2. Наличие нескольких критериев позволило 
участникам найти оригинальные решения, обла-
дающие свойством эстетичности. Вне зависимо-
сти от того, что их решения не были лучшими по 
основному критерию, участники остановились на 
них. На рис. 6 показано одно из таких решений, в 
котором использовано всего две шестерни. Из-за 
того, что эти шестерни получились большими, 
решения не стали лучшими (по критерию «раз-
мер корпуса»). Этот феномен говорит о возмож-
ности сюжетов Конкурса затрагивать эстетиче-
ские чувства обучаемых и формировать представ-
ления о красоте математики, что является важной 
педагогической целью школьного образования. 
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3. Наличие нескольких критериев оценки ре-
шения позволяет преподавателям ставить вспомо-
гательные задачи, варьировать исходные цели. Эта 

возможность подтверждается фактами наличия 
среди решений всех возможных комбинаций пара-
метров по выделенным критериям. Так на рис. 7 

 

№ 
п/п Показатель 

Уровень 

0-й 1-й 2-й 

1 Количество различных передаточных чисел среди решений 11 46 67 

2 Количество различных представлений (отличающихся только составом шестерен 
без учета их перестановки) 70 (70) 83 (83) 85 (85) 

3 Количество представлений с «замкнутым» цепочками шестерен 89 77 76 

4 Количество представлений с «открытыми» цепочками шестерен 11 23 24 

5а Количество представлений с двумя шестернями 11 17 8 

5б Количество представлений с тремя шестернями 1 2 4 

5в Количество представлений с четырьмя шестернями 35 25 35 

5г Количество представлений с пятью шестернями 8 14 4 

5д Количество представлений с шестью шестернями 38 17 24 

5е Количество представлений с числом шестерен больше шести 7 25 25 

6 Количество точных (и приближенных) представлений (для 0-го и 1-го уровней) 100 (0) 45 (55) – 

7 Количество представлений с однонаправленным (и разнонаправленным) 
движением стрелок 100 (0) 90 (10) 93(7) 
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приведен пример решения с открытой цепочкой 
(т. е. построенные так часы имеют отдельные ци-
ферблаты для часовой и минутной стрелок), а на 
рис. 8 показано решение, в котором все передаточ-
ные коэффициенты являются целыми числами. 

Предложен новый подход к автоматизации 
поддержки исследовательской деятельности уче-
ников посредством внедрения в задачу системы 
критериев, определяющих иерархическую систе-

му целеполагания в процессе свободной деятель-
ности с имитационной моделью. Разработана ме-
тодика и технология создания исследовательских 
сюжетов, отражающих важные идеи математики. 
Показано, что разработанный подход позволяет 
обеспечить широкий спектр индивидуальных 
маршрутов для разных учеников с различным 
уровнем погружения ученика в существо задачи.  
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Моделирование температурных процессов 
на суперкомпьютере  

Проведен синтез закона распределения температурного поля в изотропном стержне на основе импульсных 

переходных функций – функций Грина. Проведено математическое моделирование полученного закона на ги-

бридном суперкомпьютере по технологии NVidia CUDA. На основании математического моделирования сде-

лан вывод о возможности оптимизации температурных режимов в рассматриваемой системе управления. 

Сделаны выводы о количестве нагревательных элементов и числе членов ряда Фурье.  

Синтез, системный анализ, математическая модель 

Синтез программных управлений осуществля-
ется на основе моделей процессов формализацией 
требований в виде одноточечных или многоточеч-
ных целевых условий (равенств, неравенств), пред-
ставленных требованиями минимизации функцио-
налов качества. Для взаимоотношения между 

управляемыми координатами (факторами) исполь-
зуются аналитические решения операторов тепло-
проводности или разностные схемы для соответ-
ствующих им задач. Это позволяет приобрести 
большое многообразие алгоритмов программного 
управления. Такие алгоритмы при соответствую-
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